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PREFACIO 


Este libro tiene por objeto ayudar a aquellos que «desean profun- 
dizar sus conocimientos de matemáticas elementales. En este libro 
han sido reunidos problemas presentados en los exámenes de admisión 
a los aspirantes a ingresar en el Instituto Fisico-técnico de Moscú. 
La resolucion de los problemas expuestos en este libro requiere cono- 
cimientos a nivel de la escuela secundaria (el escaso material que 
a veces no se incluye en el programa de las escuelas secundarias, 
aquí se expone especialmente). No obstante, es preciso señalar que 
la mayoría de los problemas presentados son problemas de elevada 
dificultad, 

El presente libro consta de tres partes: “Algebra”, “Geometría” 
y “Trigonometría”, cada una de las cuales está dividida en subsec- 
ciones. En cada subsección los problemas están dispuestos en un orden 
determinado en el cual la dificultad de éstos va creciendo. 
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PROBLEMAS | ALGEBRA 


L. Progresiones aritmética y geométrica 


Observaciones preliminares 


Si a, es el término enésimo, d—la diferencia y S,—la suma de los 
n primeros términos de una progresión aritmética, entonces 


a, =0,+d(M—1), 0) 


(+a)n_i2a+d(n—1 E 
Sym ltda ay la a 2 


Si 1, es el término enésimo, q—el denominador y S,—la suma 
de los 1 primeros términos de una progresión geométrica, entonces 


4 =4 gr, 6) 
14) 





Si, por fin, S es la suma de una progresión geométrica decreciente 
infinita (|9|< 1), entonces 


A 5 
Ss 4 15) 
1. Demostrar que si los números positivos a, b, e forman una 
progresión aritmética, los números 
y 1 l 
Vi+Vo* Ve+Va” Va+YVb 


también forman una progresión aritmética. 





2. Los números positivos a,, dz. ..., «, forman una progresión 
aritmética. Demostrar que 
1 l 1 n—i 
== ne Di AAÁAÁA A 
Va+Va  Va+tVa Va +Vo Va+Va, 
3. Demostrar que si los números 4,» 4, ..., 4, no son iguales 
a cero y forman una progresión aritmética, entonces 
1 ) 1 1 a 
+ =—, 
210% NARA pr HE As EXA 


» 9 








4. Demostrar que toda sucesión de números 4, Aj, .... 4, que 
para cualquier 1 > 3 satisfacen la condición 


1 y ¿ 1 n—i 


aa aa Pa aaa 








forma una progresión aritmética. 


5. Mostrar que para toda progresión aritmética Q,, 4), 4, . 


tienen lugar las igualdades 





a,—2a,+a,=0, 
a,—30,4+34,—a,=0, 
a —4a,+6a,—4a,+0,=0, 





y que, en general, para cualquier n > 2 tenemos: 
0 — (0 + Da — E 1997 1) 0, + (— 1)" (5) 41 =0. 


Indicación, En éste y en el siguiente problema es conveniente hacer uso de 
lo identidad fácil de comprobar 


Cun=(7)+G=). 
6. Demostrar que para cualquier progresión aritmética 0, ..., 
Gps Gq+i ++» siendo 1>3 tiene lugar la igualdad 
Ga... +(— 1)" () 474, =0. 


7. Demostrar que si los números *log x, “log x, "log x(x=% 1) 
forman una progresión aritmética, entoncos 





n= (any dorm, 


8. Hallar una progresión aritmética en la que la relación entre 
la suma de los + primeros términos y la suma de los kn siguientes 
no depende de n. 


9. Los números Xx, x, 
Hallar esta progresión, si 
AA, A 


Indicación. En éste y en el siguiente problema es conveniente hacer uso de 
la igualdad 


+» Xx, forman una progresión aritmética. 








E ALS Id] 
om .3 la 


10. La sucesión de números 1,4, 10, 19, ... posee la propiedad 
de que la diferencia de dos números vecinos forman una progresión 
aritmética, Hallar el término enésimo y la suma de los 1 primeros 
términos de esta sucesión de números. 


to 


11. Hagamos una tabla 


1, 

2,3, 4 

3, 4,5, 6,7 

4,5, 6,7, 8, 9, 10 


Demostrar que la suma de los términos de cada columna horizontal 
es igual al cuadrado de un número impar. 


12. En la progresión geométrica 4,, dj, 4,, ... se conocen los 
términos Gy+4= 4, O7-,=B. Hallar a, y a, (450). 


13. Supongamos que S, es la suma de los n primeros términos 
de una progresión geométrica, S, 0, q>=0. Demostrar que 





Se—Sn 
Sn—Sa "Sin —San 
14. Conociendo la suma S, de los 1 primeros términos de una 
progresión geométrica y la suma de las recíprocas de estos términos, 
hallar el producto P,, de los 1 primeros términos de la progresión. 








15. Hallar la suma 
142430 dc np, 


16. Hallar la suma 
A 
si el último sumando es un número de a cifras. 
17. Hallar la suma 
ar (a— De 2 de, 


18. Hallar la suma 





bes 


aj 


19. Demostrar que los números 49, 4489, 444889, ..., obtenidos 
colocando el número 48 en medio del número anterior, som los cua 
drados de números enteros. 


20. Demostrar que se puede hallar una progresión ¿eomébiica 
decreciente 


Ed Pr 


cada férmino «le la cual difiere de la suma de todos los términos 
que le siguen en ci faclor constante % previsto. ¿Para qué valores 
de k es posible el problema? 


21. Una sucesión infinita de NMÚMETOS Xy, Xq Xy 00» Agr... 
. (x, 350) para cualquier 1 >3 satisface la condición 

(AM a) A PA) (0 E 0 + 1%) 
Demostrar que X,, X,, ..., Xp, ... Son términos sucesivos de una 


progresión geométrica. 
Indicación. Se puede aplicar el método de inducción completa. 








4 





22. Se conocen una progresión aritmética con el término común 
a, y una progresión geométrica con el término común b,, con la 
particularidad «le que para todos los números naturales de n, a, =6,, 
a,¿=0,, 4,4, y 4,0. Demostrar que para n >2, a, < 





23. Demostrar que si para una progresión geométrica a,, Q,, . 
y An. y una progresión aritmética b,, bj ..., Op .. 


cumplen las desigualdades 
a,>0, +>0, b,—b,>0, 
' 


se 





existe tal número e, que el *loga,—b, no depende de n. 


2. Ecuaciones algebraicas y sistemas de ecuaciones 


Observaciones preliminares 


AL resolver los sistemas de ecuaciones propuestos más abajo, el sistema inicial 
se reduce, mediante ciertas simplificaciones, a un sistema equivalente, todas las 
resoluciones del cual o son conocidas, o pueden ser halladas por los procedimientos 
conocidos. En ciertos casos es necesario pasar a sistemas que se salisfacen de 
antemano con todas las resoluciones del_sistema inicial, sin embargo, hablando 
en general, no solamente con éstas. En estos casos, los conjuntos de valores 
determinados de las incóguitas deben comprobarse con ayuda de la sustitución 
en el sistema inicial. 

En problemas aislados se usan las fórmulas de Viete que enlazan los coeli- 
sientes de la ecuación de tercer grado 


apt aor=0 (1) 
con sus raices xy, Xq» Xy. Estas fórmulas tienen el aspecto: 
AA A =] 0, re (2) 


Las tórmulas (2) se hallan igualando los coeficientes de las x de iguales poten- 
ers en la identidad 


O yr [Xx — 1) (1— Xp) (4—Xg)- 





24. Hallar todas las soluciones reales del sistema de ecuaciones 
ral, ) 
y Hay. 





25. 


26. 


con la 


27, 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


Resolver el sistema de ecuaciones 


+ eyg=4, 1 
cay+y =2 | 





Hallar las soluciones reales del sistema de ecuaciones 
e4+yg=58, | 
tama, | 
condición de que a es real y no es igual a 0. 
Resolver el sistema de ecuaciones 


Ae 
Fi = 





Es dl 
=+y 
Resolver el sistema de ecuaciones 
4 ey 91,1 
r—wy+y=7. | 
Resolver cl sistema de ecuaciones 
Py =19 (xy), 1 
vy=T(+y. ) 
Hallar todas las soluciones reales del sistema ile ecuaciones 
2(x4y)=5x4, ) 
8 (2 4 y?) =65. 
Hallar las soluciones reales del sistema de ecuaciones 
(+ y) y) =9, | 
(—yYWt+y)=5. | 
Hallar todas las soluciones reales del sistema de ecuaciones 
x+y=1, 
apy=7. 
Resolver el sistema de ecuaciones 
x+y=l, 
2+y=31. | 
Hallar las soluciones reales del sistema de ecuaciones 
A — pp =13, | 
e—p+2x=1, ) 
13 


que satisfacen la condición 
xy >0. 


35. Resolver el sistema de ecuaciones 
(441) (994 1)=10, ) 
Ly) (xy— 1) =3 
Indicación. Sunóngase que xy=0, x+y=u 


36. Kesolver el sistema de ecuaciones 
x 
497 =6,] 


et 


Y 





y 


$7. Resolver el sistema de ecuaciones 
*+y=axw. | 
+ yi=bxux, | 


38. Resolver la ecuación (descomponiendo el primer miembro en 
factores) 








240 Y, fra Y fa, rior 
($ ) +(3) —(5+5) pp =l. 
39. Resolver la ecuación 
a 48 
Fl 





40, Kesolver el sistema de ecuaciones 
E ] 


41. Hallar todas las soluciones de la ecuación 
14,594 (15,5) = 1. 
42, Kesolver el sistema de ecuaciones 
H—=1|+1y=5|=1, 
=p. 








Se loma magmtud absofuta del número x (se designa con |x| a un 
muero no negativo que se determina de las condiciones siguientes: 


5, de 
lat=é E 
E HEADS 





43. Aclarar para que valores reales de x e y se cumple la igualdad 
55 +8xy+2y—=2x +. 0 


44, Hallar todos los valores reales de 1 < y yue satisfacen la 
ecuación 











e + 4xcos (xy) 4 4=0. 
45. Hallar las soluciones reales del sistema 
py 2=2, | 
2xy—2=4, | 
46. Determinar para que valor de a el sistema 
é4y=z, p 
x+y+2=4 
tiene la única solución real y hallar esta solución. 


47. Demostrar que para cualquier (en general compleja) solución 
del sistema 


Peret, 
Ay 2 


la suma 24+y? cs real para cualesquiera valores reales de a y b 
si 00. 





48. Resolver el sistema de ecuaciones 
ax+by+c=0+b+c, 
bx+cy+0z=a-+b4c, 
cx+ay +bz=a+b+40, 

suponiendo que a, b y c son reales y que a-+b--c3%0, 


49. Kesolver el sistema de ecuaciones 


ar+y+z=l, 
x+0ay+2=4, 
x+y+az=0". 


50. ¿Qué condición deben satisiacer los números a,, 4, y a, para 
que el sistema 


x4+(l40)y42=!, 
x+y+(l48)2=1 
tenga solución y además única? 


Eater | 


51 Resolver el sistema de ecuaciones 


er by +c2+ dí =p, 
—bx uy + dz—cl =4q. 
—ex—dy + az + bt 
—dx+cy—b2+ at =s, 





Y 


donde a, b, e y d satisfacen la condición: 


aer Oe da 0, 


52. Resolver el sistema de ecuaciones 


4423 o x=, 
MX 2434. + (11) x, =4y, 
(M— Dx xx 2,4 + + + (1—2) x,=44, 





53. Demostrar que si 


+4 Xx =0, 
+ +x=0, 


Xy E poo X= 0, 
Kyo ht bn =0, ) 
entonces 


X= X= 0 0 o == Xg9 == My9o = O. 


54. Resolver el sistema de ecuaciones 


4 XY Ez x= 
PAM Yy= 
bx 4-yz—2=0.. 





55. Resolver el sistema de ecuaciones 





xHy=2= 7,) 
yo da! 
Peor l. 


16 


56. Resolver el sistema de ceuaciones 


E 2, | 


xy 





57. Resolver el sistema de ecuaciones 


1440u-+w=2, 
444 4=2, 
wey 02. 


58. Resolver el sistema de ecuaciones 


etiyrgl, 
4x4, 
y+y+a=1 


59, Resolver el sistema de ecuaciones 





suponiendo que los números 0, ..., Qy y Xy, =.., X, SOI positivos. 
60. Resolver el sistema de ecuaciones 


(xl y 2) (0x4 y+2) =ke, 
yal ay r2=8, 
(4 y 2 + y 4 az) A 





suponiendo que a, k, E y m son números reales y que lt +2 > O. 


61. Hallar las soluciones reales del sistema de ecuaciones 
xriy+2z=0, 
tip )4, ] 
x4ya= (xy + IA 


62. Resolver el sistema de ecuaciones 
PH xXY A xz 4 y2=a, ; 





Pay az + ya 
Bea eya 
suponiendo que abc +0. 


63. Resolver el sistema de ecuaciones 


xy =.ez, 
prose | 
Un +y)=0%, 


suponiendo que abe=0. 


64. Hallar las soluciones reales del sistema de ecuaciones 
PA —=2a (yz 4 2x + Xy), 
PL x=2b (y2+2x+xY), 
e+y =20 (ya + 2x4 xy). 
65. Resolver el sistema de ecuaciones 
y 2 2=0 (+) (24%), 
24 2Yy+x=b(y4 2) (27 Y), 
x4+224y=c(2+x) (y +2). 
66. Resolver el sistema de ecuaciones 
x4y+z=9, 
Me R 
UR? 
xy+x24yz=27. 
67. Resolver el sistema de ecuaciones 


4y+z=a, 
yy pxo=0*, 
x=. 
68. Demostrar que la solución única del sistema de ecuaciones 
24y+2=0, 
ya+zx+xy—y?=0, 
xy+2=0, 
es la solución x=y=2=0. 
18 


69. 


70. Sean (x, y, 2) las soluciones del sistema de ecuacio: 


Hallar 


72, 


Resolver el sistema de ecuaciones 
xby+z=0, 

ey d=a", 
pde, 





r+y+z=0, 
A 
1 I J 1 


la suma 
Pey+a. 


- Resolver el sistema de ecuaciones 


x+412= 


y y Ez ly) ROT ZE NA) = 
Mud ado ay) =—6. 


Resolver el sistema de ecuaciones 


o y—2=4, 
y 2) =b, 
24 ix—y?=cC 


Resolver el sistema de ecuaciones 


xy+uz- 2x==47, 
ay. 
r—aitl—y=2. 





| 


2, 
ñ 





4. Hallar todas las soluciones reales del sistema de ecuaciones 


75. Hallar todas las soluciones reules del sistema de ecuaciones 
2 
AE 


2 
Lts 


2. = Xp + 2 


Ar? 





2 
e 


76, Demostrar que si a, b, c y d son por pares números reales 
desiguales y x, y y z son las soluciones del sistema de ecuaciones 


4x4 y+z 
a-+bx+cy-dz 
eb ey 4 diz 0, 


entonces la multiplicación xyz es positiva. 





En las ecuaciones propuestas a continuación, en el caso de raíces cuyas 
potencias sean pares, se examinan sólo aquellos valores de las incógnitas para 
los cuales la expresión contenida b ajo la raíz no es negativa; tomando, al mismo 
tiempo, solamente los valores no negativos de la raíz, En el caso de raices im- 
pares, la expresión contenida bajo la raíz puede ser cualquier número real (en 
este caso el signo de la raíz coincide con el signo de la expresión subradical). 





77. Resolver la ecuación 
VERA 5/8. 
78. Resolver la ecuación 
VIS 1. 
79. Resolver la ecuación 
Vv-24VY=3 4 
80. Resolver la ecuación 


E EV y Vx =i Y 








Y 








PS 
81. Resolver la ecuación 
VOTE —_ 1 
A El 


82. Hallar todas las raíces reales de la ecuación 
YVi—I+Vx+F1=xY 2 


83. Rosolver la ecuación 
Vi 102) 20441 
¿Para cuáles valores reales de « tendrá solución la ecuación? 
84. Resolver el sistema de ecuaciones 
VIE TE) 116 =2 (x +9), 
eri. | 
85. Resolver el sistema de ecuaciones 
y y, 
AV y =3. 


86. Resolver el sistema de ecuaciones 





x+yx+y=9. 
87. Resolver el sistema de ecuaciones 


DT y 
GV A i 


x+xy+y=7. 





88. Hallar todas las soluciones reales del sistema de ecuaciones 


+) 


89. Resolver el sistema de ecuaciones 





2 TE 417 
E RETO 





90. Resolver el sistema de ecuaciones 








El AS 





a xi—y 
UA aya 


=p2 / 


2 


91. Resolver el sistema de ecuaciones 
GV, ] 
3x—2y=5. 
92. Hallar las soluciones reales del sistema de ecuaciones 


yaVe=a pita, 


éy—5 2 12,4 
a at5* 


93. Resolver el sistema de ecuaciones 
«—yVy= Y 3 
+ WU i=3V y. 
M4, Resolver el sistema de ecuaciones 


VFy-Vi=y=a, ) 
a 





95. Resolver el sistema de ecuaciones 
SV G= =_v7 
ay iy y=a (Vx V Y), ) 150,550. 
M+xy+yi=b* 


3. Desigualdades algebraicas 


Observaciones preliminares 

Expongamos algunas desigualdades utilizadas cn la resolución de los proble» 
mas que se proponen más abajo. 

Para cualesquiera a y b reales 
245 >9 ab] 1) 
Lo desiyualdud (1) es una deducción de la evidente desigualdad (a 41% >0. El 
ue [a]=/] 
dad U) por ab se tendrá 





signo de ¡maldad en (1) tiene lugar sólo en e caso en 
Si as > 0, dividiendo las dos partes de la desigual 
a,t s 
+ >2 2 
su z>0, 0330, entonces, haciendo en (l) u=a7, v=8%, obtendremos: 
> Vi 0) 


de igualdad tiene Jugor solamente cuando 





En las desigualdades (2) y (3) el 
ab y u= correspundicutemente. 


2 


Señalemos, además, ciertas propiedades del trinomio cuadras 
yor +bx+o, m4 


que en adelante se emplean en toda una serie de problemas. 
De la representacion del trinomio (4) por la fórmula 





—4ac 
za 
se deduce que en el caso cuando la discriminante del trinomio 
D=b*—4a0 <0 


«en este caso las raíces del trinomio no son reales), el trinomio adquiere para 
todos los valores de x valores de un mismo signo, que coincide con el signo del 
coeficiente a del término de mayor potencia. 

En el casa en que D=0 el trinomio conserva también el signo constante, 


pme(srt,) o 


haciéndose igual a cero para el valor único =-2 


Por fin, cuando D > 0 fen este caso, las raíces x, y xa del trinormio son reales 
y diferentes), de la descomposición 


ya (x—x1) (x—xp). 
se deduce que solamente con la condición de que 
<< 


el trinomio adquiere valores de siguo contrario al de a, 

Para todos los demás valores de x diferentes de x, y xa el trinomio posee 
el mismo signo que a. 

Así pues, el trinomio siempre conserva el signo del coeficiente del término de 
mayor potencia, exceplo en el caso en que sus raices son reales y 


1 <1GXe 


96. Hallar todos los valores reales de r para los cuales el poli- 
nomio 
(1142 (1—1)x41 


es positivo para todos los valores reales de x. 
97. Demostrar que la expresión 
A y 
AA E AA MIO 
(77 2) + La 
no es negativa para cualesquiera x e y reales y no iguales a cero. 


98. ¿Para cúales valores de a se satisface el sistema de desigual- 
dades 


cualesquiera que sean los valores de x? 


99. Demostrar que para cualesquiera valores reales de los núme- 
ros a, b, e y d es válida la desigualdad 


at br c+ di > 4abed. 


100, Hallar todos los valores de a para los cuales el sistema 
Mismo 


ea, | 
x—y+a=0 )/ 


fiene solución ínica. Hallar las soluciones correspondientes, 
101. llallar los pares de los números enteros x e y que satisfacen 
al sistenia de desigualdades 


y 0214350, ] 
y+lx—1]<2.) 


102. Demostrar que para cualquier valor entero de 1 > 1 es válida 
Ja desigualdad 


' 1 1 A 
matt +a>7: 


103. Demostrar que para cualquier valor entero y positivo de 
m es válida la desigualdad 


1 1 1 
tant tapan >! 





104, Demostrar que para cualquier valor entero positivo de n 


PHt o +3< 





105. Demostrar que siendo n > 2 
(>, 
106. Demostrar que con tres segmentos de longitud a >0, b> 
y c>0 se puede construir un triángulo solamente cuando 
par +qb*> pge* 
para cualesquiera números p y q enlazados en la proporción 
p+49=1. 
107. Demostrar que para cualesquiera valores reales de x, y y 2 
es válida la desigualdad 
dela + yaya >. 


108, Demostrar que para cualesquiera valores reales de x e y es 
válida la desigualdad 


Loy ++ 6y+4> La 
2 


109. Demostrar que con la condición de que sea 2y4+dy= 1 se 
cumple la desigualdad 


e +4>p- 


110. ¿Cúales condiciones deberá satisfacer el número d > 0 para 
que siendo R>r>0 sea válida la desigualdad 





ta, b, c son números positivos) 
112. Demostrar que si a, b y e son números de igual signo 
y a<b<c, entonces 
A by—e) 4 be —aty 4 ar —b <0. 


113. Demostrar que siendo 4,, %,, Qy, ..., Q, Números positivos 
y a,9,4;...a,=1, entonces 


(14d) (0140 (0144,)...(1 44) > 





114, Demostrar que si a+b=1l, entonces 
eb>z 
115. Demostrar que el polinomio 
deal 
es positivo para todos los valores reales de x, 


116; Demostrar que si |x| < 1, para cualquier valor entero de 
n> 2 se cumple la desigualdad 


(U—1+(14 1 < 2%, 
117. Demostrar que 
[1,01 + x902 + + al < (AAA A 
+ 7+ad... +4), 


donde Xi, Xy +. Xx Or Op ..., A, y € SOn números reales arbi- 
trarios y además e >0. 
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118. ¿Para cúales valores reales de x se cumple la desigualdad 


Y 


e 
<3 
EA 





119. Demostrar que para todos los valores positivos de x e y y los 
valores enleros y posilivos de m y n (1 > m) se cumple la desigualdad 


VA> Vr 
120, Demostrar la desigualdad 
Vaya Va< EGEL, 00, 


121. Demostrar la desigualdad 











ATT 
>7 








2 y 2+V 24... 2 


can la condición de que el numerador de la parte izquierda de la 
desigualdad contiene » signos radicales y el denominador contiene 
n—1 signo radical. 


122. Demostrar que para cualesquiera números reales d,, Qy, +.-+ 
Y dp Op -..¡b que satisfagan las relaciones 
dad. +0=1, 
MBbdid...+04=1, | 
es válida la desigualdad 
lab,-+0b,+...+0,b,|<!l. 


123. Demostrar que si los números X;, Xa, +... X, SON positivos 
y satisfacen la relación 





A 
entonces 
E E 


4. Ecuaciones logaritmicas y exponenciales, 
identidades y desigualdades 
Observaciones preliminares 


De ecuerdo con la definición del logaritmo del número N con base a 
tendremos: 


a y, 0) 


En esta fórmula, N es cualquier número positivo y a una base arbitraria, al 
mismo liempo a >0, 4% l. 
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A continuación, al resolver toda una serie de problemas, para pasar de los 
logaritmos con base a a los logaritmos con base 5 y viceversa, se usa la fórmula 
siguiente 


a 


(al fórmula se demuestra por logaritmación de la identidad (1) tomando como 
ase b). De la fórmula (1), siendo N=60, en particular, se deduce: 


1 
ogh=_—— 
log b: Cr 6) 


124, Resolver la ecuación 


Mlogx_ 2logx _ e e 





Moga T “logx. 
boga 
125. Resolver la ecuación 


2 2 


*log 2-Tlog2=*log2. 
126, Resolver la ecuación 
“og (9%—* 4-7) =24+*log (3-14 1). 
127. Resolver la ecuación 
“log (3) +logx=1. 
128. Demostrar que la ecuación 
“log (5) 108 + Mogtx= 1 


tiene una sola raíz que satisface a la desigualdad x> 1. Hallar 
esta raíz. 
129. Resolver la ecuación 
vz, 3 
E +alog a- Hog2x=0. 


130. ¿A cúales condiciones deberán satislacer los números a y b 
para que la ecuación 


14-*og (2 log a—x)* log hb = == 
lo 


mE 


tenga por lo menos una solución? Hallar todas las soluciones de 
esta ecuación. 
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131. Resolver la ecuación * 


Y “log Y ax+*logy/ ax ]/ “log V 7 + "og 





132. Resolver la ecuación 
lg (Y 2FTHD_g 
log /x—40 ji 

133. Resolver la ecuación 


Mlog(p—x)_ 2—P-9log4 
Mar ar (4>1>0 


134. Resolver la ecuación 





logxy gs 54 HlogóV 5 =—yb. 


135. Resolver la ecuación 
(0,4)'08%2+1 =(6,25)2-108 2, 


136. Resolver la ecuación 
ES o (log log 1— 1) “log 10. 
¿Cuántas raíces tiene esta ecuación para un valor determinado de 1? 
137. Resolver la ecuación 
seurlog2. sen soga + 1=0. 


138. Resolver el sistema de ecuaciones 
"log (Y+y)—"log(r—y)=1, | 
*—yp=2. ) 


139. Resolver el sistema de ecuaciones 
=p, 
elo A — 1Ex 
log y “logy 

(ab, abjÍ0. 

140 Resolver el sistema de ecuaciones 


*logx4 30 v=7, 
PS 





% Aquí y a continuación las raíces se comprenden en el sentido mencionado 
en la pág. 20. 
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141. 


142. 


143. 


144. 


145. 


146. 


147. 


148. 


149. 


Resolver el sistema de ecuacionos 





5 
ya rr y? 
1log y-"log (y—3x) =1. 


Resolver el sistema de ecuaciones 


ab? =ab, 
1 
210g x= ?log y-Y“logb. 
Rosolver el sistema de ecuaciones 


. 1 
3 (2%log x— “log :) =10, 
xy =81. 
Resolver el sistema de ecuaciones 


*logx (a + log y) =*"l0gx, 


“log x-*log (x-- y) =3*og x. 
Resolver el sistema de ecuaciones 
1 
x2 log y*log2=yV y (1—*log2), 
Ylog2Hogx=1. 
Resolver el sistema de ecuaciones 
*ogx+ *logy+ *logz= 2, 


logy+ *log2+ "logx=2, 
Jog2+"*logx-+"logy -2. 











Resolver el sistema de ecuaciones 


1.8103 (y—x) +Hlog= —, 1 
2+y=2. 
Resolver la ecuación 


1 1 
PE E 





Resolver el sistema de ecuaciones 


| 


A o, 
*y= 1, | 
suponiendo que x>0 y y>0. 
150, Resolver el sistema de ecuaciones 
ar a =2b, 
a J (a>0). 
¿A cúales condiciones deberán satisfacer b y c para que el sistema 
tenga solución? 
151, Hallar las soluciones del sistema de ecuaciones 
gr, | 
ya=eyr, | 
suponiendo que x>0, y>0 y n>0. 
152. Resolver el sistema de ecuaciones 
(Br+y)=Y=9 
y 34 = 18:+ 12xy + 24%. 
153. Resolver el sistema de ecuaciones 
P=ys, 
22.) 
suponiendo que x>0, y>0 y pg>0. 
154. Resolver el sistema de ecuaciones 
»=y, 
"=p, | 
suponiendo que x>0, y >0, p>0, g>0. 





155. Demostrar que 
*+bloga + *=Hlog a =25+Pog as=*log a, 

sia+b=e y a>0,5>0, 2>0. 

156. Simplificar la expresión 

¿de . EN ss 2 
(loga—+togsy"+ (*Tloga—=logb) AS (moga—e log0) a 
log log a 

157. Simplificar la expresión a !%% , admitiendo que todos los 

logaritmos han sido tomados con la misma base b. 
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158. Se conoce: “logb= A, “logb=B y un número entero n > 0. 
Calcular el “logb, donde c es igual al producto de 1 términos de 
una progresión geométrica con el primer término a y el denomi- 
nador q. 


159. Demostrar que si para cierto valor positivo de NZÁ1, para 
los tres números positivos a, b y c se cumple la relación 


AlogN_ 2 log N—logW 
“log NY Blog V—"logN * 


entonces, b es el valor medio proporcional entre a y c y la relación 
se cumple para cualesquiera valores positivos de NH l. 


160. Demostrar la identidad 


ia 
“log Y MlogN +*log N clog W + “log N “log N=“2E Noe Vi log Y 


alog y E 


161. Demostrar la identidad 


“toga Y 
Sons 1+-“logb. 


162. Resolver la desigualdad 


1 

Tlogx-+*logx > 1. 
163. Resolver la desigualdad 

log > aty (ah. 
164. Resolver la desigualda! 
“log x + “log (x + 1) < “log (2x + 6) (a 1). 

165. Resolver la desigualdad 

"og (+ —5x +6) << 0. 
166. Resolver la desigualdad 


1 1 
Mogx  ogx—1 





167. Resolver la desigualdad 


Pas 
z 





168. ¿Para cuáles valores reales de x y o se cumple la desigual- 
dad 


"log x-+*log2 42005 < 0? 
169. Resolver la desigualdad 
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1 
3 log [*log (x*—5)] > 0. 


5. Combinatoria y binomio de Newton 


Observaciones preliminares 


El número de variaciones de orden m con 1 elementos se determina haciendo 
uso de da fórmula 
Un (==). m4 1) 1) 


El número de permutaciones con n elementos se determina por la fórmula 
P(aj=1:2.3...1=n 7) 

Para tas combinaciones de orden m de n elementos es válida la fórmula 

nia—I)(m—2.. M—=mM+0_10 00 


Pm 0) 


Calm 13m Pm * 


Se cumple la igualdad 
Cp 1) = Cp e (0. 


Para lus valores enteros y positivos de n y cualesquiera x v a es válido ol de- 
sarrollo 


(a (0) ar (3) art + (0%) art (aL) arta an, (4) 
el término común de este desarrollo es Igual a 
Tres = (E) atar, 6 
Del desarrollo (4) se deducen las igualdades 
DADA ld 2, 
MD (D—()+...+(1)0=0. 





170. Hallar m y n si se conoce que 


a+ 1 Y fa NN, 

CEC 

171, Hallar el coeficiente de x* en el desarrollo 
(Uait—a. 





172. Hallar el coeficiente de x” en el cesarrollo según las po- 
tencias de x de la expresión 


A LO 
Examinar los casos cuando m<k, m>R. 





173. En el desarrollo (vz+ ) , el coeficiente binominal 
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del tercer término es mayor que el coeficiente del segundo término 
en 44 unidades. Hallar el término que no contiene x. 


174, Hallar en el desarrollo 
5yw 
( no E Ol > 

el sumando que no contiene x. 


175. ¿Para cuál valor de k el término T¿,, del desarrollo por 
la fórmula del binomio de Newton 


WE 
será al mismo tiempo mayor que los términos precedente y conse- 
cuente de este desarrollo? 


176. Hallar la condición para la cual el desarrollo (1 +-a)" (u es 
un número entero y positivo) según las potencias de a=%0 contiene 
dos sumandos consecutivos iguales. ¿Puede contener el desarrollo 
tres sumandos consecutivos iguales? 


177. Hallar el número de términos diferentes, no semejantes 
entre sí, del desarrallo 


A 
obtenidos después de la potenciación. 





178. Supongamos que p,, Pa -. 
ferentes. ¿Cuántos divisores posee el 
yendo 1 y q? 


son números simples di- 
nero G=Pyp,...Py, inclu- 


179, Demostrar que si en el desarrollo de x(1-+x)% cada coe- 
ficiente se divide por el exponente de la x a la cual pertenece este 
coeficiente, entonces la suma de los cocientes obtenidos será igual a 


o mi 
al”? 


180, Demostrar que para un valor entero de 1 >= 0 
(m x(1—x)1+2 (2) AS 
(gan en (pj arm. 
181. Hallar el número de métodos en que puede ser dividida 


una baraja de 36 cartas por la mitad de manera tal, que en cada 
vna de las mitades entren dos ases. 


2 MN 2866 33 


182. ¿Cuántos números telefónicos se pueden formar de cinco 
ciíras de manera tal, que en cada número tomado por separado 
todas las cifras sean diferentes? 


183. Se dan 2n elementos. Se examinan todas las agrupaciones 
posibles de estos elementos en pares, considerando al mismo tiempo 
que las agrupaciones que difieren sólo por el orden de los elemen- 
los en los pares y por el orden de la disposición de los pares 
coinciden. ¿Cuántas agrupaciones diferentes existen? 


184. Hallar el número de permutaciones con n elementos, en 
las cuales dos elementos a y b no son inmediatos. 


185. En una lotería se sortean 8 objetos, El primero que se 
acerca a la urna saca 5 billetes. Hallar el número de métodos en 
que puede sacarlos, de modo que: 1) dos de ellos sean premiados; 
2) por lo menos dos de ellos sean premiados. En la urna hay 50 
billetes. 


186. En una de dos rectas paralelas se han elegido m puntos, 
en la otra, n puntos. Cada uno de los m puntos de la primera recta 
está unido por medio de una línea recta con cada uno de los n 
puntos de la segunda recta. Hallar cuantas veces se cruzan todos 
los segmentos que unen los puntos si se sabe que en ningún punto 
se cruzan más de dos segmentos al mismo tiempo. 


187. n rectas paralelas de un plano se cruzan por una serie de 
m rectas paralelas. ¿Cuántos paralelogramos pueden ser saparados 
en la red obtenida? 


188. Cierto alfabeto se compone de seis letras que con el fin 
de transmitirlas por telégrafo se codificaron de la siguiente manera: 


Al transmitir una palabra no se hicieron los intervalos que sepa- 
ran una letra de la otra, de modo que resultó una cadena continua 
de puntos y rayas con 12 signos. ¿De cuántas maneras se puede 
leer la palabra transmitida? 


6. Planteamiento de ecuaciones 


189. Al multiplicar dos números, uno de los cuales es mayor 
que el otro en 10 unidades, el escolar cometió un error disminu- 
yendo en 4 la cifra de las decenas en el producto. Al dividir (para 
comprobar el resultado) el producto obtenido por el menor de los 
factores obtuvo en el cociente 39 y en el resto 22. Hallar los fac- 
tores, 
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190. Dos ciclistas partieron al mismo tiempo del punto A hacia 
el punto B con velocidades diferentes pero constantes. Al alcanzar 
el punto B volvieron inmediatamente hacia atrás. El primer ci- 
clista dejó atrás al segundo y lo encontró en el camino de regreso 
a la distancia de a km del punto B. Luego, después de alcanzar 
el punto A y de volver hacia el punto %, encuentra al segundo 
ciclista después de recorrer uma f-ésima parte de la distancia de 
A a B. Hallar la distancia entre A y B. 


191. Dos automóviles partieron al mismo tiempo de un mismo 
punto en una misma dirección. La velocidad del primer automóvil 
es de'50 km/n y la del segundo, de 40 km¿h. Después de media 
hora, del mismo punto y en la misma dirección parte un tercer 
automóvil que alcanza al primero 1,5 h más tarde que al segundo. 
Hallar Ja velocidad del tercer automóvil. 


192. De los puntos A y B parten al mismo tiempo al encuentro 
uno del otro un transeúnte y un ciclista. Después de su encuentro, 
el transeúnte continúa su camino hacia B, mientras que el ciclista, 
vuelve atrás y se dirige también hacia B. El transeúnte, que par- 
tió de A, llega a Bt h más tarde que el ciclista, ¿Cuánto tiempo 
pasó hasta el encuentro del transeúnte con el ciclista si se sal 
que la velocidad del transeúnte es £ veces menor que la del ciclista? 


193. Un cartero que se dirige sin pararse del punto A al punto 
C a través del punto B, pasa el camino de A a B con una velo- 
cidad de 3,5 km/h y el de B a C con la velocidad de 4 Km;h. 
Para conseguir regresar de C a A en el mismo tiempo por el mismo 
camino, debe hacer 3,75 km por hora en el curso de todo el tra- 
yecto. Sin embargo, al llegar, en el camino de regreso, al punto B 
con la velocidad indicada, se detiene en este punto 14 min y para 
conseguir regresar al punto A en el tiempo indicado debe pasar de 
Ba A 4 km por hora. Hallar la distancia que hay entre A y B 
y entre B y C. 


194. El camino de A a B de 11,5 km de longitud va al prin- 
cipio cuesta arriba, después por un lugar llano y luego cuesta abajo. 
Un Pres que se dirige de A a B, pasa todo el camino en 2 ho- 
ras minutos y en el camino de regreso pierde 3 horas 6 minu- 
tos. La velocidad de marcha es la siguiente: cuesta arriba 3 kmyh, 
por el lugar llano 4 km/h y cuesta abajo 5 km/h. ¿Qué extensión 
ocupa el camino llano? 


195. Para los ensayos de motocicletas de diferentes tipos, dos 
motociclistas parten a] mismo tiempo del punto A a B y del punto 
Ba 4. La velocidad de los dos motociclistas es constante y al 
llegar al punto final vuelven inmediatamente hacia atrás. La primera 
vez se encuentran a la distancia de p km de B y la segunda a q km 
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de A, £ horas después del primer encuentro. Hallar la distancia 
entre A y B y la velocidad de ambos motociclistas. 


196. Un avión vuela de A a B en línea recta. Al cabo de 
cierto tiempo, a causa del viento contrario el avión disminuye su 
velocidad hasta v km/h, como resultado de lo cual tarda f, minu- 
tos. Durante su segundo vuelo, el avión, por la misma causa, dis- 
minuye su velocidad hasta la misma magnitud, pero a d km más 
lejos de A que en el primer vuelo y tarda £, minutos. Hallar la 
velocidad inicial del avión. 


197. De dos aleaciones con diferente porcentaje de cobre que 
pesan m kgi y n kgí se cortan dos pedazos de igual peso. El pe- 
dazo cortado de la primera aleación se funde con Al resto de la 
segunda y el pedazo cortado de la segunda aleación se funde con 
el resto de la primera, después de lo cual el porcentaje de cobre 
en ambas aleaciones se hace igual. ¿Cuánto pesa cada uno de los 
pedazos cortados? 


198. Se tienen dos pedazos de aleación de plata con cobre. Uno 
de ellos contiene p% y el otro q% de cobre. ¿En que proporción se 
deben tomar las aleaciones del primero y segundo pedazos para 
obtener una nueva aleación que contenga r% de cobre? ¿Para cuáles 
relaciones entre p, g y r el problema es posible y cuál será el 
peso máximo de la nueva aleación si el primer pedazo pesa P gl 
y el segundo Q gf? 


199. Los obreros A y B trabajaron el mismo número de dias. 
Si A hubiese trabajado un día menos y 8 7 días menos, entonces A 
habría ganado 72 rub. y B, 64 rub. 80 kop. Si al contrario, A 
hubiese trabajado 7 días menos y B un día menos, B habría ganado 
32 rub. 40 kop. más que A. ¿Cuánto ganó cada uno en realidad? 


200. Dos cues se mueven por una circunferencia en direc- 
ciones opuestas. El primero se mueve uniformemente con una velo- 
cidad lineal v y el segundo tiene un movimiento uniformemente 
acelerado con una aceleración lineal a. En el instante inicial ambos 
cuerpos se encontraban en un mismo punto A y la velocidad del 
segundo era nula. ¿Al cabo de cuánto tiempo se encontrarán por 
primera vez estos cuerpos si el segundo encuentro será de nuevo 
en el punto 4? 


201. Una piscina se llena de agua con ayuda de dos grifos. 
Al principio, el primer grifo permaneció abierto una tercera parte 
del tiempo requerido para llenar la piscina valiéndose solamente 
del segundo grifo. Luego, al contrario, el segundo grifo permane- 
ció abierto una tercera parte del tiempo necesario para llenar la 
piscina haciendo uso sólo del primer grifo. Después de esto se llenó 
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una 1 parte de la piscina. Calcular el tiempo necesario para lle- 


nar la piscina haciendo uso de cada grifo por separado, si mante- 
niendo abiertos ambos grifos a la vez la piscina se llena en 3 ho- 
ras 36 minutos. 


202. Un tubo cilíndrico con pistón se encuentra sumergido en 
un recipiente con agua; entre el pistón y el agua hay una columna 
de aire de h m a la presión atmosférica. Luego, el pistón se eleva 
hasta la altura de bm sobre el nivel del agua en el recipiente. 
Calcular la altura del agua en el tubo, si se sabe que la altura de 
la columna de líquido en el barómetro de agua a presión atmos- 
férica es igual a c m. 


203. Un tubo cilinárico en el que se desplaza un pistón está 
sumergido en una taza con mercurio. En el tubo, el mercurio se 
encuentra a 12 cm más alto que su nivel en la taza, y la columna 


de aire sobre el mercurio (hasta el pistón) es igual a 297 em. 


El pistón desciende 6 cm. ¿Cuál será en este caso la altura de la 
columna de mercurio, si la presión exterior del aire equivale 
a 76 cm de Hg? 


204. En cierto instante el reloj marca 2 minutos menos de lo 
debido, aunque va adelantado. Si marcase 3 minutos menos de lo 


: NA , 
que debe marcar, pero se adelantara al día en 7 minuto más de 


lo que se adelanta, entonces marcaría la hora exacta un día antes 
que lo marca. ¿En cuántos minutos al día se adelanta este reloj? 


205. Dos depositantes cepositaron en la caja de ahorros iguales 
cantidades. El primero retiró su depósito al cabo de m meses y re- 
cibió p rub. El segundo, al retirar su depósito pasados los 1 meses 
recibió q rub. ¿Cuánto dinero depositó cada uno y qué porcentaje 
paga la caja de ahorros? 


206. Dos puntos se desplazan uniformemente y en una misma 
dirección por una circunferencia de radio R. Uno de ellos hace una 
vuelta completa en £ s. más rápido que el otro. El tiempo entre 
dos encuentros consecutivos de los puntos es igual a T. Hallar las 
velocidades de estos puntos. 


207. En un frasco hay una solución de sal de cocina. Del frasco 


se vierte a una probela - parte de la solución y se concentra por 


evaporación hasta que el porcentaje de sal en la probeta aumente 
el doble. Luego, la solución concentrada se vierte de nuevo al 
frasco. Como resultado, el contenido de sal en el frasco aumenta 
en un p por ciento. Determinar el porcentaje de sal inicial. 
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208. Dos recipientes iguales de 30 1 de capacidad cada uno, 
contienen en total 30 1 de alcohol. El primer recipiente se llena 
hasta los bordes con agua, y con la mezcla obtenida se rellena 
adicionalmente el segundo recipiente. Luego, del segundo recipiente 
se echan «al primero 121 de la nueva mezcla. ¿Cuánto alcohol había 
al principio en cada recipiente, si al final en el segundo hay 21 
de alcoho] menos que en el primero? 


209. Tres turistas A, B y C pasan un embalse de almacena- 
miento de s km de ancho: Aa nado con una velocidad de v km/h, 
mientras que B y C, con auxilio de un bote automóvil cuya velo- 
cidad es v,km;h. Pasado cierto tiempo desde el inicio del paso, 
C decide vencer a nado el resto de la distancia (nada con la misma 
velocidad que A). B, mientras tanto, vuelve hacia atrás para coger 
a A. A sube al bote y continúa su camino junto con B. Los tres 
turistas llegan a la orifla opuesta al mismo tiempo. Hallar el tiempo 
que consumió el paso. 


210. Un tren parte de la estación A en dirección hacia B a las 
13h 00 mín. A las 19h 00 min tuvo que detenerse debido a la 
obstrucción de la vía por acumulación de nieve. Después de 2 ho- 
ras se consiguió limpiar la vía y el maquinista, para recuperar el 
tiempo perdido, conduce el tren el resto del camino a una velocidad 
que supera en un 20% la velocidad del tren antes de su parada. 
De resultas, el tren Jlegó a B con un retraso de 1h. Al día siguien- 
te el tren que se dirigía de A a B por el mismo horario se de- 
tuvo por la misma causa a 150 km más lejos de A que el primer 
tren. Después de 2 horas de parada, éste también aumentó su velo- 
cidad en un 20% en comparación con la inicial, pero consiguió 
recuperar solamente media hora y tardó a B 1h 30 min. Hallar 
la distancia entre A y B. 


211. El embarcadero A se encuentra a la distancia de a km río 
abajo del embarcadero B. Un bote automóvil hace el viaje de A a 
B y de vuelta (sin detenerse en B) en 7 horas. Hallar la veloci- 
dad del bote en agua muerta y la velocidad de la corriente, si se 
sabe que en uno de los viajes, al regresar de B a A, el bote sufrió 
una avería a bkm de A, a causa de lo cual se detuvo T, h y dis- 
minuyó en dos veces su velocidad ulterior, como resultado de lo 
cua) el recorrido de B a A requirió e] mismo tiempo que el de 
Aa. 


212. Un depósito de 425 m* de capacidad se Jlenó de agua con 
ayuda de dos grifos. El primer grifo permaneció abierto 5 horas 
más que el segundo. Si el primer grifo hubiese estado abierto el 
tiempo que en realidad estuvo abierto el segundo y el segundo, el 
tiempo que verdaderamente permaneció abierto el primero, enton- 
ces, del primer grito hubiera fluido dos veces menos agua que del 
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segundo. Si se abren los dos grifos al mismo tiempo el depósito se 
lena al cabo de 17 horas. 

Tomando en consideración todas las condiciones señaladas, ue- 
terminar el tiempo que permaneció abierto el segundo grifo. 





213. Según el horario un tren debe pasar el trecho AB de 20 km 
con una velocidad constante. La primera 1ez el tren pasó la mitad 
del camino a dicha velocidad y se detuvo 3 min. Para llegar a tiempo 
a Bel tren tuvo que aumentar su velocidad en la segunda mitad 
del trecho en 10km por hora. La segunda vez el tren estuvo pa- 
rado a la mitad del camino durante 5 min. ¿A qué velocidad tuvo 
que recorrer el resto del trecho para llegar a B según el gráfico? 


214. Dos aviones despegan al mismo tiempo ce los puntos A y 
B al encuentro uno del otro y se encuentran a la distancia de a km 
de la mitad de AB. Si el primer avión hubiese despegado b horas 
más tarde que el segundo, entonces se habrían encontrado en la 
mitad de AB. Si, al contrario, el segundo avión hubiese despegado 
b horas después de despegar el primero, éstos se habrían encon- 
trado a una cuarta parle de la distancia hasta 8. Hallar la dis- 
tancia entre A y B y la velocidad de los aviones. 


215. Del embarcadero A partieron al mismo tiempo rio abajo 
un bote y una balsa. El bote, después de pasar 96 km río abajo, 
volvió hacia atrás y regresó a A al cabo de 14 horas. Hallar la 
velocidad del bote en agua muerta y la velocidad de la corriente, 
si se sabe que en su camino de regreso el bote encontró a la balsa 
a la distancia de 24 km de A. 





216. Dos cuerpos iniciaron su movimiento al mismo tiempo y 
en una misma dirección a partir Ce dos puntos, la distancia entre 
los cuales es igual a 20 m. Uno de ellos, el que se encuentra más 
atrás, se desplaza en movimiento uniformemente acelerado y en el 
primer segundo pasa 25 m, mientras que en el segundo siguiente 
recorre y í” más. El otro cuerpo se encuentra en movimiento uni- 
formemente retardado y en el primer segundo pasa 30m, mientras 
que en el segundo siguiente hace 7 M menos, ¿Dentro de cuántos 
segundos el primer cuerpo alcanzará al segundo? 


217. Una lancha pasa río abajo una distancia de 10 km y des- 
pués río arriba 6 km. La velocidad de la corriente es igual a 1 kmuh. 
¿Entre cuáles límites deberá encontrarse la velocidad propia de la 
lancha para que todo el viaje le ocupe de 3 a 4 horas? 


218. Las capacidades de tres recipientes cúbicos A, B y C son 
entre sí como 1:8:27 y los volúmenes del agua que ellos contienen 
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como 1:2:3. Después del transvase de A a B y de Ba C, en los 
tres recipientes se obtuvo una capa de agua de igual profundidad. 


Luego, de C a B se transvasan 128+ 1 y después de esto de Ba A 


una cantidad tal, que la profundidad del agua en A resulta dos 
veces mayor que en B. Al mismo tiempo resultó que en A hay 
1001 de “agua menos que en el momento inicial. ¿Cuánto agua 
había al principio en cada recipiente? 


219. Hallar un número de cuatro cifras por las condiciones si- 
guientes: la suma de los cuadrados de las dos cifras extremas es 
igual a 13; la suma de los cuadrados de las cifras del medio es 
igual a 85. Si del número buscado se resta 1089, se obtiene un 
número que se escribe con las mismas cifras, pero en orden con- 
trario. 


220. Dos puntos se desplazan por una circunferencia de / m de 
longitud con las velocidades v y w=<-v. ¿Pasado cuánto tiempo 
después del inicio del movimiento sucederán los encuentros conse- 
eutivos de los puntos, si éstos se mueven en una misma dirección 
y el primero comenzó su movimiento ¿ segundos antes que el se- 
gundo, retrasándose al principio am del segundo en sentido del 
movimiento (u < 1)? 


221. Una aleación de dos metales de P kgf de peso pierde en 
el egua A kgf. Un pedazo de uno de los metales que componen la 
aleación, de P kgf de peso, pierde en el agua Bkgí de peso, y del 
otro, C kgf. Hallar el peso de los metales que componen la alea- 
ción y estudiar la posibilidad de Ja solución del problema en 
dependencia de las magnitudes P, A, B y C. 


222. Unas balsas partieron del punto A hacia la desemboca- 
dura del río a favor de la corriente. En la desembocadura del río 


un barco las tomó a remolque y pasados 175 días desde el mo- 


mento en que salieron del punto A las condujo por un lago al 
punto B. ¿Cuánto tiempo remolcó el barco a las balsas por el lago 
desde la desembocadura del río hasta el punto B, si se sabe que 
el barco hacía (sin remolque) el viaje de A a B en 6l horas y de 
Ba Aen 79 horas, y que la velocidad durante el remolque es 
dos veces menor? 


223. En el trozo de A a B de un río, la corriente es tan débil 
que se puede despreciar; en la sección de B a C la corriente ya 
es bastante fuerte. Una lancha salva Ja distancia de A a C sío abajo 
en 6 horas de C a A, río arriba, en 7 horas. Si la corriente en 
el trozo entre A y B fuera la misma que en la sección de Ba C, 
entonces todo el camino de A a C ocuparía 5,5 horas. ¿Cuánto 
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tiempo se necesitaría, en este caso, para recorrer el camino de C 
a A río arriba? 


224. Un vaso contiene una solución de un p% de ácido. De éste 
se vierten al y se añade la misma cantidad de solución de q% de 
ácido (g < p). Luego, después del mezclado, esta operación se repite 
R—1 veces, como resultado de lo cual se obtiene una solución de 
ro de concentración. Hallar la capacidad de) vaso. 


225. En una caja de ahorros que paga un p% anual se depositan 
A rublos. A final de cada año el depositario retira B rublos. ¿Dentro 
de cuántos años, al retirar la suma correspondiente, el resto será 
tres veces más que el depósito inicial? ¿Para cuáles condiciones el 
problema tiene solución? 


226. En una parcela forestal, el acrecimiento anual de madera 
es igual a un p%. Cada invierno se asierra cierta cantidad x de 
madera. ¿Cuál deberá ser x para que dentro de n años la cantidad 
de madera en la parcela aumente g veces, si la cantidad inicial de 
madera es igual a a? 


227. Se tienen n recipientes cilíndricos iguales. El primero se 
llena por completo de alcohol y los demás hasta la mitad de una 
mezcla de alcohol con agua, con la particularidad de que la concen- 
tración de alcohol en cada recipiente es k veces menor que en el 
anterior. Con el contenido del primer recipiente se llenó hasta los 
bordes el segundo, después con el contenido del segundo, el tercero 
y así sucesivamente hasta el último. Hallar la concentración de al- 
cohol obtenida en el último recipiente. 


228. Se examina una fracción (la relación entre dos números en- 
teros), cuyo denominador es menor en una unidad que el cuadrado 
del numerador, Si añadimos dos unidades al numerador y al deno- 


A A CA 
minador el valor de la fracción será mayor que 3- Si del nume- 


rador y del denominador se restan tres unidades, la fracción sigue 


siendo positiva, pero será menor que >: Hallar esta fracción. 


7. Problemas diferentes 


TRANSFORMACIONES ALGEBRAICAS 
229, Calcular la suma 


1 1 1 
O 





230. Simplificar la expresión 
beba) (as)... 
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231. Simplificar la expresión 





(é—ax+ 0?) (aa Aa), 
232. Se dan dos series de números: 


Qyy Op 0221 Oo 
By, do de 


suponiendo que sea S¿=b,+0,+... +6, demostrar que 


ap, Faby+ +05, =(4,—0)S, + (0,0) Sah. > 
cola 1— 05) Syd OS p> 





233. Demostrar que de la igualdad 
a+ bt 0 =bc4-acy-ab, 
donde a, b y c son números reales, se deduce que a=b=c. 
234. Demostrar que si a? +b*+c*=3abc, entonces, o bién 
aybt4e=b+ca4- ab, ó a4b4c=0. 
235. Demostrar que si 
a+ =p, 
Dor... Hbj=4p, 
aby +0b,+... +0,b,= pq 
y pgs£0, entonces a,=2b,, ay=2b,, ..., 0, =My, donde A=t. 
(Todas las magnitudes se suponen reales). 
236. Se conoce que la secuencia de los números A,, ly, Qy ... 
para cualquiera que sea n, satisface a la relación 
Qy+r 20) + Op =1 
Expresar a, por medio de a,, 0, y M. 
237. La sucesión de los números Q,, My, Gay, +20, Qu »»- Para 
n> 2 satisface a la relación 
0 = (UB) 051 — Pyme 
donde a y $ /m=e B) son números conocidos. Expresar a, por medio 
de 2, B, 4, A. 
TEOREMA DE BEZOUT, PROPIEDADES DE LAS RAICES DE LOS POLINOMIOS 


238. Las raíces x, y x, de la ccuación x*—3ax4a*=0 son ta- 
les que 3433 1,75. Determinar a. 
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239. Se tiene la ecuación 1? y px 4-q —0. Componer una ecuación: 
cuadrática, cuyas raices scan 


TS 


240. Supongamos que sean x, y x, las raíces «e la ecuación 
ar-hbxc=0 tac =0). 


Sin resolver la ecuación, expresar por medio de sus coeficientes las 
cantidades: 


Dit 





has 





241. ¿Cuáles condiciones deberán satisfacer los coeficientes reales 
Ay» by, Gas Da, 4, y dy para que la expresión 
(0, Eb, x)* (0, dx)? + (4, 4 0,xJ 
sea el cuadrado de un polinomio de primer ¿rado respecto de x con 
coeficientes reales? 





242. Demostrar que las raíces de la ecuación cuadráti +px+k 
+ q=0 con cocficientes reales son negativas o tienen una parte real 
negativa en el único caso cuando p_>0, q 
243. Demostrar que si ambas raices de la ecuación 
px+g=0 
son positivas, entonces las raíces de la ecuación 
qu + (p— 219) y 41 —pr 0 


serán también positivas para todos los valores de r>0. Aclarar sl 
es justa esta afirmación siendo r < 0. 





244, Hallar todos los valores reales de p para los cuales las raices 
de la ecuación 


(p—3) * —2px+6p =0 
son reales y positivas. 


245. Para cualquier valor positivo de 2 todas las raíces de la 
ecuación 
axe ebrio =0 


son reales y positivas. Demostrar que en este caso a=0 (se supone 
que los coeficientes a. b y e son reales). 


246. Demostrar que ambas raíces de la ecuación 


2bxr1=0 


satisfacen a la ecuación 
0 nar —0, 


donde im, n y p son números enteros cualesquiera. 
247. El sistema de ecuaciones 
ae yx yd 


x—y+h= ) 
tiene soluciones reales para cualquier valor de 4. Demostrar que a=0. 






248. Demostrar que para cualesquiera valores reales de a, p y q, 
las raíces de la ecuación 





son reales, 


249 Demostrar que la ecuación cuadrática 
a (eat) bt =0 
no puede fener raíces reales si a+b>c y Ja—b|<c. 


250. Se conoce que x,, Xx, y x, son las raices de la ecuación 
*—204x-41=0. 
Componer una nueva ecuación, cuyas raíces sean los números 
YX Xp Ya=XaXo Ya = Xi Xg> 
251. Se conoce que x,, X. y x, son las raíces de la ecuación 
*—=re—1=0 
Componer una nueva ecuación, cuyas raices sean los números 
DELE YX EX Y 
252. Expresar el término independiente c de la ecuación cúbica 
Pyar+ox+o=0 
por medio de los coeficientes a y b, conociendo que las raíces de la 
ecuación forman una progresión aritmética. 
253. Supongamos que lodas las raices de cierta ecuación 
ape +r=0 


sean positivas. ¿A cuál condición suplementaria deberán satisfacer 
sus coeficientes p, q y r para que de los segmentos, cuyas longi 


tudes son iguales a estas raices, se pueda construir un triángulo? 
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Indicación. Estudiar la expresión 
(61 XX) (La $ La — 0) (69 401 — 8). 
254. Las ecuaciones 
*+px4q,=0, 
24 porq =0 


(017 Pa, 917%G,) tienen una raíz común. Hallar esta raíz y las 
demás raíces de ambas ecuaciones. 


255. Hallar todos los valores de A para los cuales las ecuaciones 
M—2—x—(4+1)=0 
Mi—x—(1+1)=0 
tienen una raíz común y hallar esta raíz. 
256. Todas las raíces del polinomio 
Px)=x*+px4-q 
con coeficientes reales y q 340 son reales. Demostrar que p< 0. 
257. Demostrar que la ecuación 
e+ar—b=0, 
donde a y b son reales y b>0, tiene solamente una raíz positiva. 


258. Hallar todos los valores reales de a y b para los cuales las 
ecuaciones 
“+ar+18=0, 
“+bx +12=0 
tienen dos raíces comunes y determinar estas raices. 
259. Demostrar que 
y DFUVI+ Y DF 7 =4, 
260. Supongamos que a, b y csean por pares números no iguales 
entre Sí. 
Demostrar que la expresión 
(cb) +b* (ac) + (ba) 
no es igual a cero. 
261. Descomponer en factores la expresión 
E O 
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262. Demostrar que si tres números reales a, b y e están enla- 
zados por la relación 
Dada l 1 
E 
entonces, obligatoriamente dos cualesquiera de estos números son 
iguales en valor absoluto y tienen signos contrarios. 





263. Determinar para cuales valores complejos de p y q el bi- 
nomíio 1i—1 se divide por el trinomio cuadrado x*-+ px+q. 


264. ¿Para cuáles valores de a y n el polinomio 
S— ar +ax—i 
es divisible por tx— 122 


265. Al dividir el polinomio p(x) entre x—a, el resto es A, al 
dividirlo por x—b, el resto es B, y si se divide por x—c, el resto 
es C. Hallar el polinomio que se obtiene en el resto de la división 
de p(x) entre (x—a) (+ —b) (1—c), admitiendo que entre los núme- 
ros a, b y c no hay iguales. 


MÉTODO DE INDUCCIÓN MATEMATICA 


Lu los problemas propuestos a continuación es conventente usar el método 
de inducción matemática completa. Para desmostrar que vierta afirmación es justa 
para cualquier número real n, es suficiente demostrar que: al esta afirmación es 
justa para m==1; b) si esta afirmación es justa para cualquier número seal sm, 
será también justa para el número consecuente 1 








266. Lemostrar que 
LES 6 10h... + 
267. Demostrar que 


1942434. 1= 


a+) _n(m+ (42) 
zo. o d 








(nn 
2 





nía 1) (2-41 
A 


268. Demostrar que 


Ely HH Ab ! — o n(a+3) 
matazate-- na EDaFY I+D+I" 





269. Demostrar la fórmula de Moivre 
¡cos p + ¿sen q)” = cos mp 4- ¿sen np. 


270. Demostrar que para cualquier valor entero y positivo de n, 
la cantidad 


ai 
a =%5%, donde a= 
Vs 


es un número entero y positivo, 





AE 1-45 
37» b=— —, 


de 


271. Demostrar que si los números reales Q,, l,, ... Gys ..- SA- 


tisfacen a la condición —1<a¡<0, i=1,2,..., entonces para 
cualquier valor de 2 se cumple la desigualdad 
(140) 107). (144) > 140,443 + + «Ops 


272. La enésima potencia generalizada de cualquier número a, 
designada por el simbolo (a),, para los valores enteros y no negativos 
de n se determina de la siguiente manera: si n=0, (a), = 1, siendo 
n:>0, (a), =2 (a—1)...(a—n+ 1). Demostrar que para la potencia 

neralizada de la suma de dos números es válida la fórmula del 
inomio de Newton 


ar (0 0+ (1) 0 0,1+ ++ (6) (0, Ou: 
alonde masias Riad 


Para hallar el valor mínimo del trinomio cuadrado 





y=ad bre (1 
en el caso en que a > 0, el trinomio se representa en la forma 

. bY3_0%—4ac 

y=a (+2) Si ES 1) 


Puesto que el primer sumando en el miembro derecho no es negativo sea 
cual fuere el valor de x y el segundo sumando no depende de x, el trinomio ad 
quiere su valor mínimo “con la condición de que el primer sumando es igual 
a cero. 

Asi pues, el valor mínimo del trinomio es igual a 


b*—4ac 
ESA 6) 
Este se alcanza siendo 
o 
== (4) 


De forma análoga se examina el problema sobre el valor máximo del trino. 
mio en el caso en que a<Ó0 

273. Dos ferrocarriles rectos AA" y BB' son perpendiculares entre 
sí y se cruzan en el punto C. Las distancias ÁC y BC son respec- 
tivamente iguales a a y b. De tos puntos A y B parten al mismo 
tiempo dos trenes en dirección hacia C con las velocidades o, y U, 
respectivamente. ¿Al cabo de cuánto tiempo después de su partida 
la distancia entre los trenes será mínima? ¿A qué es igual esta dis- 
tancia mínima? 


274. Los puntos A y B se encuentran en la vía principal y rec- 
tilínea que va del Oeste al Este. El punto B se encuentra a 9 km 
más al Este que A. Un coche parte del punto:A hacia el Este, y se 
desplaza uniformemente con una velocidad de 40 km/h. Al mismo 
tiempo, una motocicieta sale del punto B en la misma dirección 
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con una aceleración constante igual a 32 km/h*. Hallar la distancia 


máxima entre el coche y la motocicleta en el curso de las dos pri- 
meras horas de movimiento. 


Indicación. Es útil trazar la gráfica de la distancia entre el coche y la mo- 
tocicleta en función del tiempo. 


275. Hallar el valor máximo de la expresión 
Mlogtx+ 12208? x-tlogÍ, 
suponiendo que x varía entre 1 y 64. 


276. Hallar el valor máximo de la función 


== nm (“>00>0. 


277. Hallar el valor minimo de la expresión 


Ip 
TF 





- 


siendo x>0, 


278. Hallar el valor mínimo de la función 


4) =|x—a]4|x—b]+|x—c]+1x—dl, 


donde a<"b+-c<d son números reales fijos y x adquiere valores 
reales arbitrarios. 


Indicación. Es cómodo llevar a cabo los razonamientos señalando los núme» 
ros a, b, c y d en el eje numérico. 


NUMEROS COMPLEJOS 


279. Hallar todos los valores de 2 que satisfacen la igualdad 
24|2]=0 
(|z| es el módulo del número complejo 2). 


280. Hallar el número complejo z que satisíace a las igualdades 


CTC 
mE 7 Y ==" 








281. Hallar el producto de la multiplicación 


282. Entre los números complejos z que satisfacen a la condición 
[2251] < 15, 
hallar el número con menor argumento. Trazar el dibujo. 


283. ¿A cuál condición deberá satisfacer el número complejo 
a-+bi para que se le pueda presentar en la forma 





adi 


donde x es un número real? 


284. ¿Cuál valor máximo puede adquivir el módulo del número 
complejo z si 


[++|=0 


285. A través del punto A se han trazado n rayos bajo ángulos 
j 


iguales a En uno de estos rayos, a la distancia d de A se ha 


tomado un punto B, del cual se baja una perpendicular al rayo 
vecino. De la base de esta perpendicular se baja de nuevo una per- 
endicular al rayo siguiente y así sucesivamente hasta lo infinito. 
lallar la longitud L de la línea quebrada que se enreda alrededor 
de A, obtenida de este modo, y aclarar cómo variará L al aumentar 
el número a, en particular, al aumentarlo ilimitadamente. 





286. Un número de seis cifras empieza por la 1zquierda con la 
cifra |. Si se pasa esta cifra del primer lugar al último sin alterar 
el orden de las demás cinco cifras, se obtiene un nuevo número 
tres veces mayor que el inicial. Hallar el número inicial. 


287. Demostrar que si el número real p=abc (a, b y e son cifras 
de las clases coriespondientes) es divisible entre 37, entonces los 
números q=bca y r=cab también son divisibles por 37. 


288. Demostrar que la suma de los cubos de tres números enle- 
ros sucesivos es divisible entre 9, 
289. Demostrar que la suma 
S, =" 430 +51 +3 
es divisible entre 3 para cualquier valor entero y positivo de 1. 


290. 120 bolas iguales se han colocado compactamente en forma 
de una pirámide triangular regular. ¿Cuántas bolas hay en la base? 


291. En un cajón se han metido k cajones. En cada uno de 
estos k cajones, o bien se han metido £ cajones o no se ha metido 
ni uno y así sucesivamente. Hallar la cantidad de cajones vacíos 
si m cajones resultaron llenos. 


GEOMETRIA 
A PLANIMETRIA 


Observaciones preliminares 


Señalemos las siguientes relaciones entre los elementos de un triángulo de 
tados a, b y c y los ángulos opuestos A, 8 y C correspondientemente. 
1. Teorema de los senos: 


a b e 
mia ao 


donde R es el radio del circulo inscrito. 
2. Teorema de los cosenos: 


0t=b% 40? 2bc 005 A. 
Para calcular el área S de un triángulo, además de la fórmula 


t 
S==3 Mos 


donde a es uno de los lados del triángulo y Aa es la altura bajada a este lado, 
a continuación se emplean las siguientes fórmulas: 
Fórmula de Heron 


Ss=VW=3P6-DW4=0, 


es el semiperímetro; 


donde ops 


S= absenC; S=rp, 


donde r es el radio del círculo inscrito en el triángulo y p es el semiperímetro, 


l. Problemas de cálculo 


292. En el triángulo ABC, el ángulo A es dos veces mayor que 
et B. Por los lados conocidos b y e hallar el lado a. 


293. Los catetos de un triángulo rectángulo son iguales a b y c. 
Hallar la longitud de la bisectriz del ángulo recto. 


294. Hallar el tercer lado de un triángulo, si se conocen dos de 
sus lados « y b, y se sabe que las medianas correspondientes a estos 
lados se cruzan formando un ángulo recto. ¿Para cuáles condiciones 
existe este triángulo? 
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295. El ángulo del vértice de un triángulo, cuyos lados latera- 
les son iguales a a y b (a= bj, está dividido en tres partes iguales 
por rectas cuyos segmentos dentro del triángulo son entre si como 
min(m <n). Hallar las longitudes de estos segmentos. 


296. intersecar el triángulo dado ABC con una recta DE para: 
tela al lado BC, de modo que el área del triángulo BDE sea igual 
a la magnitud dada %?. ¿Para cuáles relaciones entre £* y el área 
del triángulo ABC el problema es soluble y cuántas soluciones liene? 


297. A través de cierto punto tomado dentro del triángulo, se han 
trazado tres rectas paralelas respectivamente a sus lados. Estas rectas 
dividen al área del triángulo en seis partes, tres de las cuales son 
triángulos con áreas iguales a S,, S, y S,. Hallar el área del trián- 
gulo dada. 


298. Los lados b y c de un triángulo son conocidos. Hallar el 
tercer lado x, si se sabe que es igual a la altura bajada a esta lado, 
¿Para cuáles relaciones entre b y c existe este triángulo? 


299. En el triángulo ABC se han trazado las alturas AA,, BB; 
y CC,, cuyas bases se han mido enire sí. Determinar la relación 
entre el área del triángulo A,B,C, y el área del triángulo ABC, st 
se conocen los ángulos del triángulo ABC. 


300. En el triángulo ABC, a través del punto de intersección 
de las bisectrices de los ángulos B y C, se ha trazado una recta MN 
paralela a BC hasta su intersección con los lados AB y AC en los 
puntos M y N respectivamente. Hallar la dependencia entre los 
segmentos MN, BM y CN. 

Examinar los casos; 

1) las dos bisectrices son interiores; 

2) las dos bisectrices son exteriores; 

3) una de las bisectrices es interior y la otra exterior. 

¿Cuándo coincidirán los puntos M y N? 





301. Dentro de un triángulo regular se ha tomado un punto 
arbitrario P, desde el cual se han bajado las perpendiculares PD, 
PE y PF a los lados BC, CA y AB respectivamente. Hallar 

PD+-PE+PF 
BD -CE+ AF" 


302. Hallar la relación entre el área del triángulo ABC y el 
área de otro triángulo, cuyos lados son iguales a las medianas del 
triángulo ABC. 


303. En un triángulo con lados a, b y c se ha inscrito una 
semicircunferencia, cuyo diámetro se encuentra sobre el lado <. 
Hallar el radio de esta semicircunferencia, 


si 


304. Hallar los ángulos de un triángulo rectángulo, si se sabe 
que el radio de la circunierencia circunscrita a este triángulo es al 
radio de la circunferencia inscrita como 5:2, 


305. A un rectángulo dado circunscribic un nuevo Ei ¿ 
el área del cual sea igual a m*. ¿Para cuál valor de m es soluble 
el problema? 


306. Sobre el lado AB del rectángulo ABCD hallar un punto E, 
desde el cual los lados AD y DC se vean bajo ángulos iguales. 
¿Para cuál relación entre los lados del rectángulo es soluble el 
problema? 


307. Hallar el área de un trapecio isósceles, si su altura es ¡igual 
a h y su lado lateral se ve desde el centro de la circunferencia 
circunscrita bajo el ángulo «. 


308. Se conocen las bases superior e inferior a y b de un tra- 
pecio. Hallar la longitud del segmento que une las mitades de las 
«liagonales del trapecio. 


309, Cada uno de los vértices de un paralelogramo se ha unido 
con las mitades de los dos lados opuestos. ¿Qué parte del área del 
Entale gramo compone el área de la figura limitada por las líneas 
trazadas: 


310, Los puntos P, Q, R y S son respectivamente las mitades 
de los lados AB, BC, CD y DA del paralelogramo ABCD. Hallar 
el área de la figura limitada por las rectas AQ, BR, CS y DP, 
si se conoce que el área del paralelogramo es igual a a%. 


311. Se conocen las cuerdas de dos arcos de una circunferencia 
de radio R. Hailar la cuerda del arco igual a la suma de los arcos 
dados o a su diferencia. 


312, La distancia entre los centros de dos circunferencias que se 
cruzan, de radios R y r, es igual a d. Hallar el área de su parte común. 


313. Tres circunferencias de radios r, r, y R tienen contacto 
exterior de dos en dos. Hallar la longitud de la cuerda cortada por 
la tercera circunferencia de la tangente interna común de las dos 
primeras circunierencias. 


314, Dos circunferencias de radios R y r(R >7) tienen contacto 
interior. Hallar el radio de una tercera circunferencia que hace con- 
tacto con las dos primeras y con su diámetro común. 
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315. Tres circunferencias iguales que tienen contacto entre sí de 
dos en dos, hacen contacto exterior con un circulo de radio r. 
Hallar las áreas de los tres triángulos curvilineos formados por 
dichas circunferencias. 


316. Con el segmento de longitud 2a+-26 y sus partes de lon- 
gitudes 2a y 2b tomados como diámetros, se han construido semi- 
circunferencias que se encuentran a un mismo lado del segmento. 
Hallar el radio de la circunferencia que hace contacto con las 
tres circunferencias construidas. 


317. Se tienen dos rectas paraletas y un punto A entre ellas. 
Maliar los lados del triángulo rectángulo, el vértice del ángulo recto 
del cual se encuentra en el punto A y los vértices de los ángulos 
agudos descansan en las rectas paralelas dadas, si se conoce que el 
área del triángulo es igual a una magnitud dada %?. 


318. Dentro de un polígono regular de n lados iguales a a se 
han inscrito n circunferencias iguales de modo que cada una de 
éstas hace contacto con dos lados contiguos del polígono y con 
otras dos circunferencias. Hallar el área de la “estrella” formada 
en el centro del polígono. 


319. Por uno de los puntos C del arco AB de una circunferencia 
se han trazado dos rectas arbitrarias que cortan la cuerda AB en 
los puntos D y E y a la circunferencia, en los puntos F y G. 
¿Para cuál posición del punto C en la cuerda AB, al cuadrilátero 
DEGF se le puede circunscribir una circunferencia? 


320. Dentro de un ángulo agudo se inscriben circunferencias que 
hacen contacto una con otra. Demostrar que los radios de estas 
circunferencias forman una progresión geométrica. Hallar la depen- 
dencia éntre el denominado; de la progresión y la magnitud del 
ángulo agudo, 


321. En el punto A de un plano P está ubicado un manantial 
de luz. Sobre el plano se ha colocado un espejo semiesférico de 
radio 1, cuya superficie especular interior está dirigida hacia el 
plano de tal modo que el eje de simetría del espejo es perpendicular 
al plano P en el punto A. Determinar la distancia desde el espejo 
hasta el plano y el radio del círculo iluminado en el plano P, si 
se conoce que el ángulo mínimo entre los rayos reflejados por el 
espejo y el plano P es igual a 15". 


322. Los centros de cuatro circunferencias de radio r están 
dispuestos en los vértices de un cuadrado cuyo lado es a. Hallar 
el área S de la parte común de las cuatro circunferencias que se 
encuentra dentro del cuadrado. 
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323. Las diagonales de un trapecio dividen a éste en cuatro 
triángulos. Hallar el área del trapecio, si las áreas de los triángulos 
adyacentes a las bases son iguales a S, y S,. 


324. Expresar las diagonales de un cuadrilátero inscrito por 
medio de sus lados. Obtener el teorema de Ptolomeo: eu todo 
cuadrilátero inscriptible el producto de las diagonales es igual a la 
suma de los productos de los lados opuestos. 


2. Froblemas de construcción 


325. Se conocen dos circunferencias de diferentes radios, una 
fuera de la otra, y un punto A en una de ellas. Trazar una tercera 
circunferencia que haga contacto con las dos dadas y que pase por 
el punto A. Examinar tos distintos casos posibles de disposición 
del punto 4 en la circunferencia dada. 


326. Se conocen una circunterencia, una recta y un punto A 
sobre esta recta. Trazar una nueva circunferencia que haga contacto 
con la circunferencia y la recta dadas y que pase por el punto 4. 
Examinar detalladamente las soluciones que tiene el problema en 
distintos casos. 


327. Se tienen una recta, una circunferencia y un punto Á en 
esta circunferencia. Trazar una nueva circunferencia que haga con- 
tacto con la recta y la circunferencia dadas y que pase por el 
unto A. Analizar detalladamente las soluciones que tiene el pro- 

lema en cada caso determinado. 


328. Construir un triángulo rectángulo, si se conocen su hipote- 
nusa c y la altura h bajada a la hipotenusa. Hallar la longitud ue 
los catetos y aclarar para cuál relación entre h y c es soluble el 
problema 


329. Se conocen las longitudes de los lados AB, BC, CD y DA 
de cierto cuadrilátero plano. Trazar este cuadrilátero, si se sabe 
que la diagonal AC divide al ángulo A por la mitad. 


330. Trazar un triángulo por los puntos de intersección de las 
prolongaciones de la bisectriz, la mediana y la altura que parten 
de un mismo vértice, con el círculo de la circunferencia circunscrita 
al triángulo. 


331. Tomando los vértices de un triángulo como centros, cit- 
cunscribir circunferencias de modo que hagan contacto de dos en 
dos. Examinar los casos de contacto exterior y los casos de contacto 
interior. 
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332. Inscribir el triángulo ABC en una circunferencia dada, si 


se conocen el vértice A, la dirección de la altura h, y cl punto 
de intersección de la altura hy con la circunferencia. 


333. Cortar un trapecio con una recta paralela a la base, de 
modo que el segmento de esta recta dentro del trapecio se divida 
por las diagonales en tres partes iguales. 


334. Construir un cuadrado, si se conocen uno de sus vérlices 
y dos puntos ubicados en los dos lados, o sus continuaciones, que 
ño pasan por el vértice dado. 


335. A través de un punto M que se encuentra sobre la base 
AC del triángulo ABC, trazar una recta MN, que separe del trián- 


gulo una parte, cuya área sea igual a ES del área de todo el trián- 
gulo. ¿Cuántas soluciones tiene el problema? 


336. En un triángulo dado inscribir, haciendo uso de un compás 
y una regla, un rectángulo con una de sus diagonales dadas. 


337. A una circunferencia dada circunscribir un triángulo, si 
se conuce uno de sus ángulos y el lado opuesto a este ángulo. 
Hallar la condición de solubilidad de este problema. 


338. Se tienen una recta CD y dos puntos A y B no pertene- 
cientes a esta recta. Hallar en la recta dada un punto M de modo que 


ZAMC=2 BMD. 


3. Problemas de demostración 


339. Demostrar que la mediana de todo triángulo es menor que 
la semisuma. de los lados que la comprenden y mayor que la dife- 
rencia entre esta semisuma y la mitad del tercer lado. 


340. Demostrar que en todo triángulo ABC la distancia desde 
el centro de la circunferencia circunscrita a este triángulo hasta su 
lado BC es dos veces menor que la distancia del punto de inter- 
sección de las alturas al vértice A. 


34t. Demostrar que la suma de las distancias desde un punto 
cualquiera, tomado dentro de un triángulo regular, hasta los lados 
de este o es una magnitud constante, que no depende de 
la posición del punto. 


342. Demostrar que en todo triángulo, al mayor lado le corres- 
ponde menor bísectriz. 
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343. Demostrar que si P, Q, R son respectivamente los puntos 
de intersección de los lados BC, CA y AB (o sus prolongaciones) 
del triángulo ABC con cierta recla, entonces 


PBQCRA_ y 
PCOARB ”* 
344. En el triángulo rectángulo ABC el catelo AC es tres veces 


mayor que AB. El cateto AC está dividido por los puntos K y F 
en tres partes iguales. Demostrar que 


ZLAKB+ Z AFB+ ZACB=%. 


345. Supongamos que sean a y b los catetos de un triángulo 
rectángulo, c su hipotenusa y Ah la altura bajada desde el vértice 
del ángulo recto a la hipotenusa. Demostrar que el triángulo con 
los lados fi, c+ y a+b es rectángulo. 





346. En un triángulo isósceles de base a y lado b, el ángulo 
del vértice es igual a 20”. Demostrar que a?*-+b* =3ab?, 


347. Demostrar que el ángulo de un triángulo será agudo, recto 
u obtuso, según que el lado opuesto sea menor, igual o mayor que 
el doble de la mediana correspondiente. 


348. En el triángulo isósceles ABC el ángulo del vértice B es 
igual a 20. En los lados AB y BC se han tomado respecti- 
vamente los puntos Q y P de br qe ZACQ=60" y [CAP = 
= 50%, Demostrar que Z APQ= 


349. Demostrar que si entre los lados a, b y c de un triángulo 
existe la dependencia a*=5b*-+bc, entonces los ángulos 4 y B 
opuestos a los lados a y b satisfacen a la igualdad Z4=2ZB. 


350. El triángulo AOB ha sido girado en su plano 90” alre- 
dedor del vértice O, como resultado de lo cual el vértice A ha 
pasado al punto A, y el vértice B, al B,. Demostrar que en el 
triángulo OAB, la mediana del lado AB, es Ma altura del A0A,B 
(de manera análoga, la mediana del lado A,B en el triángulo 04,8 
es la altura del A OAB). 


351. Demostrar que la suma de los productos de las alturas de 
un triángulo acutángulo por los segmentos de éstas comprendidos 
entre el ortocentro y el vértice es igual a ta semisuma de los cua- 
drados de los lados. Ceneralizar esta proposición para el caso de un 
triángulo oblusángulo. 


352. Supongamos que las longitudes a, b y c de los lados de 
un triángulo satisfacen a las desigualdades a<b<c, formando 
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una progresión aritmética. Demostrar que ac=6Rr, donde R es el 
radio de la circunferencia circunscrita al triángulo y , el radio de 
la circunferencia inscrita en el mismo. 


353. Demostrar que el cuadrado de la bisectriz, lrazada desde 
el vértice de un triángulo arbitrario, es igual al producto de los 
lados Jaterales menos el producto de los segmentos de la hase. 
Aclarar el sentido de la igualdad indicada para el caso de un trián- 
gulo isósceles. 


354. Sobre los lados AB y AC del triángulo ABC se han tra- 
zado, en sentidos opuestos, dos segmentos BD-—CE. Demostrar que 
el segmento DE se divide por el lado BC en proporción inversa 
a la proporción de los lados AB y AC. 


355. Demostrar que en todo triángulo la biscctriz se encuentra 
entre la mediana y la altura trazadas desde el mismo vértice. 


356. Demostrar que una recta simétrica con la mediana respecto 
a la bisectriz del ángulo interno de un triángulo, divide al lado 
opuesto en partes proporcionales a los cuadrados de los lados con- 
tiguos. 


357. Sobre los lados de un triángulo ABC se han tomado Jos 
puntos P, Q y R de modo que tres rectas AP, BQ y CR se inter- 
secan en un mismo punto. Demostrar que 


AR-BP-CQ=RB-PC-QA. 
358, Demostrar que en iodo triángulo, la relación entre los 


radios R y r de las circunferencias circunscrita e inscrita y la dis- 
tancia [ entre los centros de estas ciscunferencias es 


E=R*—2Rr. 


359. Demostrar que en todo triángulo, la relación entre el radio 
de la circunferencia circunscrita a este triángulo y el radio de la 


A tad A 1 
circunferencia inscrita en el mismo no supera a 7. 


360. Demostrar que para todo triángulo rectángulo es válida 
la desigualdad 


0,4<<05, 


donde r es el radio de la circunferencia circunscrita y A, la altura 
bajada a la hipotenusa. 


361. Demostrar que en todo triángulo acutángulo 
k +ki+k=1+R, 
s7 


donde K,, ky y £, son las perpendiculares bajadas del centro de 
la circunferencia circunscrita, a los lados correspondientes; 7 y R 
son los radios de las circunferencias inscrita y circunscrita. 


Indicación. Los miembros izquierdo y derecho de la igualdad buscuda 
pueden ser expresados por medio de los lados y los ángulos del triángulo. 


362. Los vértices A, B y € de un triángulo están unidos con 
los puntos A,, B, y C, dispuestos arbitrariamente sobre los lados 
opuestos (excepto en los vértices). Demostrar que los puntos medios 
de los segmentos A4,, BB, y CC, no se encuentran en una misma 
recta 


363, A través de un punto arbitrario O, tomado dentro del 
triángulo ABC, se han trazado las rectas DE, FK y MN paralelas 
respectivamente a AB, AC y BC. Los puntos F y M se encuentran 
sobre el lado AB; E y K sobre BC y N y D, sobre AC, De- 
mostrar que 

AF, BE 
art 





364. En un triángulo se ha inscrito un cuadrado de modo que 
uno de sus lados se encuentra sobre el lado mayor del triángulo 
Demostrar que la desigualdad 27 <x<2r, donde x es la lon- 
gitud del lado del cuadrado y r es el radio de la circunferencia 
inscrita en dicho triángulo. 


365. Demostrar que los puntos medios de los lados de un trián- 
gulo, las bases de las alturas y Jos puntos medios de los segmentos 
de las alturas, comprendidos entre cada vértice y el punto de ín- 
tersección de las alturas, representan nueve puntos que se encuen- 
tran en una misma circunferencia, Demostrar, al mismo tiempo, 
que el centro de esta circunferencia es el punto medio del «egmento 
que une el punto de intersección de las alturas del triángulo dado 
con el centro de la circunferencia circunscrita y que su radio es 
igual a la mitad del radio de la circunferencia circunscrita 


366, En un triángulo, desde las bases de cada altura se han 
bajado perpendiculares a los otros dos lados. Demostrar que: 1) las 
bases de estas perpendiculares son los vértices de un hexágono, 
tres lados del cual son paralelos a los lados del triángulo; 2) a este 
hexágono se le puede circunscribir una circunferencia. 


367. Demostrar que en todo triángulo rectángulo la suma de 
los catelos es igual a la suma de los diámetros de las circunferen- 
cias inscrita y circunscrita. 


368. Demostrar que en el triángulo rectángulo, la bisectriz del 
ángulo recto divide en dos partes iguales al ángulo formado por 
la mediana y la altura bajada a la hipotenusa. 
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369. Dos triángulos ABC y A,B,C, están dispuestos simétrica- 
mente uno al otro respecto al centro de la circurferencia común 
de radio r, circunscrita a estos triángulos. Demostrar que el pro- 
ducto de las áreas de los triángulos ABC y A,B,C, y los seis 
triángulos obtenidos de la intersección de sus lados es igual a 7". 


370. Demostrar que la diferencia entre la suma de los cuadrados 
de las distancias desde un punto arbitrario M de un plano hasta 
dos vértices opuestos del paralelogramo ABCD y la suma de los 
cuadrados de las distancias desde el mismo punto hasta los otros 
dos vértices es una magnitud constante. 


371. Sobre los lados del triángulo ABC se han construido los 
tciónpulos equiláteros ABC,, BCA, y CAB,, no superpuestos al 
A ABC. Demostrar que las rectas ÁA,, BB, y CC, se intersecan 
en un punto. 


372. Sobre los lados AB, AC y BC del triángulo ABC, toma- 
dos como bases, se han construido tres triángulos isósceles seme- 
jantes ABP, ACQ y BCR, los dos primeros fuera del triángulo 
dado y el tercero hacia el mismo lado que éste. Demostrar que 
APRQ es un paralelogramo (o que los puntos A, P, R y Q per- 
tenecen a una misma recta). 


373. Cierto punto O de un plano se ha unido con los vértices 
del paralelogramo ABCD. Demostrar que el área del triángulo AOC 
es igual a la suma o a la diferencia de dos de los triángulos 
adyacentes formados por dos de las rectas OA, OB, OC y OD y 
el lado correspondiente del paralelogramo. Examinar los casos 
cuando el punto O se encuentra dentro y fuera del paralelogramo. 


374. En el trapecio ABCD la suma de los ángulos de la base 
AD es igual a 3. Demostrar que el segmento que une los puntos 
medios de las bases es igual a la semidiferencia de las bases. 

375, Demostrar que la suma de Jos cuadrados de las diagonales 


de un trapecio es igual a la suma de los cuadrados de los lados 
laterales con el doble del producto de las bases. 


376. Demostrar que la recta que une los puntos medios de los 
lados paralelos de un trapecio pasa por el punto de intersección 
de las diagonales. 


377. Demostrar que si el segmento que une los puntos medios 
de los lados opuestos de un cuadrilátero es igual a la semisuma de 
los otros dos lados, el cuadrilátero es un trapecio. 
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378. Demostrar que si las diagonales de dos cuadriláteros son 
respectivamente iguales y se intersccan formando ángulos iguales, 
los cuadriláteros son equidimensionales. 





379. Demostrar que por lo menos una de las bases de las per- 
pendiculares bajadas desde un punto tomado arbitrariamente dentro 
de un polígono convexo a los lados de éste, se encuentra en el 
mismo lado, y no en su prolongación. 


380. Demostrar que las bisectrices de los ángulos internos de 
un paralelogramo, en su intersección forman un rectángulo, cuyas 
diagonales son iguales a la diferencia de los lados adyacentes del 
paralelogramo. 


381. Demostrar que las rectas que unen sucesivamente los cen- 
tros de los cuadrados construidos sobre los lados de un paralelo- 
gramo y que son contiguos a éste por fuera, forman también un 
cuadrado, 


382. Demostrar que si en un cuadrilátero arbitrario ABCD se 
trazan las bisectrices internas, los cuatro puntos de intersección 
de las bisectrices de los ángulos A y C con las bisectrices de los 
ángulos B y D se encuentran sobre una circunferencia. 


383. A una circunferencia se le han trazado dos tangentes. 
Demostrar que la longitud de la perpendicular bajada desde un 
punto arbitrario de la circunferencia a la cuerda que une los pun- 
tos de contacto de estas tangentes con la circunferencia, es la media 
proporcional entre las longitudes de las perpendiculares trazadas 
desde el mismo punto a las propias tangentes. 


384. Demostrar que las bases de las perpendiculares bajadas 
desde un punto arbitrario de una circunferencia a los lados de un 
triángulo inscrito en esta última, se encuentran en una misma recta. 


385. Tres circunferencias iguales se cruzan en un punto. El 
segundo punto de intersección de dos cualesquiera de estas circun- 
ferencias y el centro de la tercera determinan a la recta que pasa 
por dichos puntos. Demostrar que las tres rectas que se obtienen 
se intersecan en un punto. 


386. Dos circunferencias tienen contacto interno en el punto A. 
El segmento AB es el diámetro de la circunferencia mayor. La 
cuerda BK de la circunferencia mayor hace contacto con la cir- 
eunferencia menor en el punto C. Demostrar que AC es la bisectriz 
del triángulo ABK. 
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387. En el sector de una circunferencia de radio R se ha 
inscrito una circunferencia de radio 7. La cuerda del sector es igual 
a 2a. Demostrar que 





388. A una circunferencia se le han trazado dos tangentes que 
cortan en los puntos A y B a una recta que pasa por el centro 
de la circunferencia, formando con esta recta ángulos iguales. De- 
mostrar que cualquier tangente (móvil) corta en las tangentes (fijas) 
dadas unos segmentos AC y BD, el producto de los cuales es 
constante. 


389. Demostrar que la suma de los cuadrados de las longitudes 
de dos cuerdas de una circunferencia, perpendiculares entre sí y 
que se cruzan, es mayor que el cuadrado del diámetro de la circun- 
jerencia, y que la suma de los cuadrados de los segmentos, en los 
cales el punto de intersección divide a las cuerdas, es igual al 
cuadrado del diámetro. 


390. Demostrar que si se divide la cuerda de una circunferen- 
cia en tres partes iguales y los extremos de la cuerda y los puntos 
de división se unen con el centro de la circunferencia, entonces, 
el ángulo central correspondiente se dividirá en tres partes, una 
de las cuales es mayor que las otras dos. 


391. Demostrar que si de Jos extremos del diámetro de una 
circunferencia se trazan dos cuerdas que se cruzan, la suma de los 
productos de cada cuerda por su segmento desde el extremo del 
diámetro hasta el punto de intersección es una magnitud constante. 


392. Desde cada uno de dos puntos de una recta se han trazado 
dos tangentes a una circunferencia. En los ángulos formados con sus 
vértices en estos puntos se han inscrito circunferencias de iguales 
radios. Demostrar que la línea de los centros de estas circunieren- 
cias es paralela a la recta dada. 


393. Demostrar que si el diámetro de una semicircunferencia se 
divide en dos partes arbitrarias y a cada una de éstas se la cir- 
eunscribe una semicircunferencia dentro de la semicircunferencia 
dada, entonces, el área encerrada entre las tres semicircunieroncias 
será igual al área de la circunferencia cuyo diámetro es igual a la 
longitud de la perpendicular levantada dentro de la semicircunfe- 
rencia dada desde el punto de división de su diámetro. 


394. Demostrar que si dos puntos se encuentran fuera de una 
circunferencia y la recta que los une no corta a esta circunferencia, 
entonces la distancia entre estos dos puntos es mayor que la dife- 
rencia de las Jongitudes de las tangentes a la circunferencia, 
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trazadas desde los puntos dados, y menor que su suma. Demostrar, 
además, que una de estas desigualdades no se cumplirá si la recta 
corta a la circunferencia. 


395. A través del punto medio C de una cuerda arbitraria AB 
de una circunferencia, se han trazado dos cuerdas KL y MN (K y 
M se encuentran a un mismo lado de AB), Q es el punto de 
intersección de AB y KN, P es el punto de intersección de AB 
y ML. Demostrar que QC =CP. 





396. Una circunferencia ha sido dividida arbitrariamente en 
cuatro partes, y los puntos medios de los arcos obtenidos se han 
unido con segmentos de rectas. Demostrar que entre estos segmen- 
tos dos serán perpendiculares entre sí. 


397. Demostrar que para cualquier línea quebrada cerrada en el 
plano, cuyos segmentos no se cruzan entre sí, existe una circunfe- 


rencia cuyo radio es igual a+ del perímetro de la línea quebrada 
y fuera de la cual no hay ningún punto de la quebrada, 


398. ¿Puede ser regular un triángulo, las distancias desde los 
vértices del cual hasta dos rectas perpendiculares entre sí se expre- 
san con números enteros? 


399. En dos puntos A y B de una recta, por un mismo lado 
de ésta, se han levantado dos perpendiculares AA,=a y BB,=0b. 
Demostrar que conservando sin variación las magnitudes a y b, el 
punto de intersección de las rectas AB, y A,B se encontrará a una 
misma distancia de la recta AB independientemente de la posición 
de los puntos A y B. 


400. En el ángulo recto con el vértice A se ha inscrito una cir- 
cunferencia; B y C son los puntos de contacto. Demostrar que sia 
dicha circunferencia se le traza una tangente que corte a los lados 
AB y AC en los puntos M y N, entonces, ella cortará en estos 
lados los segmentos MB y NC, la suma de las longitudes de los 


cuales es mayor que q (AB+ AC), y menor que H(AB+ AC). 


401. Una circunferencia de radio igual a la altura de cierto 
triángulo isósceles, rueda por la base de este triángulo. Demostrar 
que la magnitud del arco cortado en esta circunferencia por los lados 
laterales del triángulo permanece constante, ¿Será justa esta propo- 
sición para un triángulo no ¡sósceles? 


402. Demostrar que las diagonales de un cuadrilátero inscrito 
en una circunferencia son entre sí como la suma de los productos 
de los lados concurrentes en los extremos de las diagonales. 
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403. Demostrar que la suma de los cuadrados de las distancias 
desde un punto cualquiera de una circunferencia hasta los vértices 
de un triángulo regular inscrito en esta circunferencia, es una mag- 
nitud constante, que no depende de la posición del punto en la 
circunferencia. 


304. Demostrar que si una circunferencia tiene contacto interior 
con tres lados de un cuadrilátero y corta al cuarto lado, entonces, 
la suma de este último lado y el lado opuesto es mayor que la 
suma de los otros dos lados del cuadrilátero. 


405. Demostrar que si una circunferencia tiene contacto interior 
con tres lados de un cuadrilátero, el cuarto lado del cual no corta 
a la circunferencia, la suma del cuarto lado y del opuesto es menor 
que la suma de los otros dos lados del cuadrilátero. 


406, Se tienen dos semicircunferencias iguales que hacen contac- 
to una con otra de modo que sus diámetros se encuentran en una 
misma recta. Trazamos a éstas una tangente común e inscribimos 
una circunferencia que haga contacto con esta tangente y las dos 
semicircunferencias dadas; luego, inscribimos una segunda circun- 
ferencia que haga contacto con la primera y las dos dadas, a con- 
tinuación, trazamos una tercera circunferencia que haga contacto 
con la pone y las dos dadas y así sucesivamente hasta lo infi- 
nito. Utilizando esta construcción, demostrar que, cuando 1 aumenta 


inconmensurablemente, la suma de los quebrados 





407: En el punto A, que se encuentra a la distancia a del 
centro de una mesa redonda de billar de radio R, hay una bola 
elástica, cuyas dimensiones pueden ser despreciadas. ¿A cuál punto 
B del borde del billar hay que dirigir la bola para que, después 
de rebotar dos veces del borde, vuelva al punto A? 








408. De un punto A, dispuesto dentro de un ángulo con espe- 
jos como lados, sale un rayo de luz. Demostrar que el número de 
reflexiones que experimenta este rayo por parte de los lados del 
ángulo, siempre es finito. Hallar el número de reflexiones, si el 
ángulo dado es igual ax, y el rayo forma con uno de los lados 
un ángulo $. Aclarar las condiciones para las cuales este rayo pasa 
de nuevo por el punto A. 
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4. Lugar geométrico de los puntos 


409. En una circunferencia se tienen dos puntos fijos A y B y 
un punto móvil M. En la prolongación del segmento AM fuera de 
la circunferencia se traza el segmento MN =MB. Hallar el lugar 
geométrico de los puntos N 


410. Se tienen dos rectas paralelas y un punto O entre ellas. 
A través de este punto se traza una secante arbitraria que corla a 
las rectas paralelas en los puntos A y A'. Hallar el Jugar geomé- 
trico de los extremos de la perpendicular a la secante, levantada 
del punto A”, cuya longitud es igual a OA. 


411. Hallar el lugar geométrico de los puntos para los cuales la 
suma de las distancias hasta dos rectas dadas m y 1 es igual a la 
longitud a de un segmento dado. Examinar los casos de rectas que 
se cruzan y paralelas, 


412. Hallar el lugar geométrico de los puntos, para los cuales 
la diferencia de las distancias hasta dos rectas dadas m y / es 
igual a un segmento de longitud dada. Examinar los casos de rec- 
tas que se cruzan y paralelas. 


413. En un plano se tienen dos segmentos AB y CD. Hallar 
el lugar geométrico de Jos puntos M, que poseen la ponia de 
que la suma de las áreas de Jos triángulos AMB y CMD es igual a 
cierta constante a?, 


414, Se tienen una circunferencia K y su cuerda AB. Se exa- 
minan todos los triángulos inscritos en esta circunferencia, cuya 
base es la cuerda dada. En cada triángulo se toma el punto de 
intersección de las alturas. Hallar el lugar geométrico de estos 
puntos. 


415. Dentro de una circunferencia dada se ha fijado un punto 
A que no coincide con el centro. A través de este punto 4 se ha 
trazado una cuerda arbitraria y en sus extremos, tamgentes a la 
circunferencia que se cruzan en el punto M. Hallar el lugar geo- 
métrico de los puntos M. 


416. Demostrar que el lugar geométrico de los puntos M, las 
distancias desde los cuales hasta dos puntos dados A y B se 
encuentran en la relación 


Al, 


su 


es una circunferencia con centro en la recta AB. 


Ss 


Expresar el diámetro de esta circunferencia por medio de la 
longitud a del segmento AB. Examinar también el caso en que 


2=1. 
9 


417. Se tienen un segmento AB y un punto C sobre éste. Cada 
par de circunferencias, una de las cuales pasa por los puntos A 
y C, y la otra, por los puntos C y B, tiene, además de C, un 
punto común más D. Hallar el lugar geométrico de los puntos D. 


418, Los lados de un polígono deformable permanecen respecti- 
vamente paralelos a las direcciones dadas, mientras que todos los 
vértices, excepto uno de ellos, se deslizan por las rectas dadas. 
Hallar el lugar geométrico de las posiciones del último vértice. 


419. Se conocen una circunferencia K de radio r y su cuerda 
AB de longitud 24. Supongamos que sea CD una cuerda móvil de 
la misma circunferencia, de longitud constante 2b. Hallar el lugar 
geométrico de los puntos de intersección de las rectas AC y BD, 


420. A través de un punto P que se encuentra sobre una cir- 
ceunferencia dada y un punto Q perteneciente a una recta dada, se 
traza una circunferencia arbitraria que cruza por segunda vez la 
circunferencia dada en el punto R, y a la recta dada, en el 
punto S. Demostrar que todas las rectas RS, obtenidas como re- 
sultado de esta construcción, se cruzan en un punto perteneciente 
a la circunferencia dada. 


5. Determinación de los valores máximos y minimos 


421. Se tienen dos rectas paralelas y un punto A entre ellas, 
que se encuentra a la distancia a de una de las rectas y a la distancia b 
de la otra. Ej punto A sirve de vértice de los ángulos rectos de 
unos triángulos rectángulos, los otros dos vértices de los cuales se 
encuentran en cada una de las rectas paralelas. ¿Cuál de los trián- 
gulos tiene menor área? 





422. Se conoce un triángulo rectánguio, uno de los ángulos 
agudos del cual es igual a a. Hallar la relación entre los radios 
de las circunferencias circunscrita e inscrita y determinar para cuál 
valor de « esta relación será mínima. 


423. De un rectángulo de lados a y b se ha cortado un trián- 
gulo, cuyos catetos son iguales a a, y b,. ¿Cómo debe cortarse la 
parte restante para obtener un rectángulo de máxima área, cuyos 
lados sean paralelos a los lados del rectángulo dado? 


424, Sobre uno de los lados de un ángulo agudo se han elegido 
dos puntos Á y B. Hallar en el otro lado del ángulo un punto C 
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tal, que el ángulo ACB sea el máximo. Construir el punto C con 
ayuda de un compás y una regla. 





425. Hallar en una recta dada / un punto tel, que la diferen- 
cia de las distancias desde esta recta hasta dos puntos conocidos A 
y B que se encuentran a un mismo lado de la recta, sea la menor, 
así como un punto tal, que esta diferencia sea la mayor. 


426. A través de un punto A que se encuentra dentro de un 
imgulo, se ha trazado una recta que corta de este ángulo un trián- 
gulo de mínima área. Demostrar que el segmento de esta recla, 
comprendido entre los lados del ángulo, se divide en el punto A 
en dos mitades. 


427. Demostrar que de todos los triángulos con un ángulo co- 
mún «q del vértice y una suma de los lados laterales igual a a -0, 
el triángulo isósceles es el de menor base. 


428. Entre todos los triángulos de igual base e igual ángulo del 
vértice, hallar el triángulo de mayor perímetro. 


429. Sobre la base BC de un triángulo ABC (o sobre su prolon- 
gación) se ha tomado arbitrariamente un punto D y a los triángu- 
los ACD y BCD se les han circunscrito circunferencias. Demostrar 
que la relación de los radios de estas circunferencias es una mag- 
nitud constante. Hallar la posición del punto D, para la cual la 
magnitud de estos radios sea mínima. 


430. De un triángulo dado cortar dos circunferencias iguales de : 
radio máximo. 


B. ESTEREOMETRIA 


Observaciones preliminares 


Expongamos una serie de fórmulas para el cálculo de los volúmenes y las 
superficies de poliedros y cuerpos de rotación, suponiendo que Y es el volimen 
del cuerpo, S, la superficie lateral, S el área de su base y A la altura 


Pirámide: => . 





Pirámide truncada: V LS +Sa+ V3;57), donde S, y S¿ son las árcos 


de las bases supertor e inferior de la pirámide. 





24 
Cono (circular recto): mz. 
donde R es el radio de la base del cono; 


S¿=aRi, 
donde les la generalriz. 
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Cilindro (cirenlar recto): V=aR*H. 

donde R es el fadio de la base; 
S¡32ARH. 

Cono truncado: YT (RH RAR Ra 

donde Ry y Ry son los radios de las lses del cono; 
S="URi+RyL 

donde £ es la generatriz. 

Esfera: vtr, S=45Re, 
donde R es el radio de la esfera. 


*% 
sector esférico: at, 


donde R es el radio de la esfera y Ala altura del segmento o capa eslérica 
correspondiente. 


Segmento esférico (casquete esférico): V= 
S¿=21Rh, 
donde R es el radio de la esfera y h la altura del segmento. 





alt BR — A). 


1. Problemas de cálculo 


431. El volumen de un prisma triangular regular es Y, el ángulo 
entre las diagonales de dos de sus caras, trazadas desde un mismo 
vértice, es igual a a. Hallar el lado de la base del prisma. 


432. Desde el vértice S de una pirámide regular cuadrangular 
se ha bajado a la base una perpendicular SB. Del punto medio 
O del segmento SB se han bajado las perpendiculares OM de longitud 
ha la arista lateral y OK de longitud b a la cara lateral. Hallar el 
volumen de la pirámide. 


433. Hallar la superficie de una pirámide regular de 1 caras 
y de volumen V, si el radio de la circunferencia inscrita en su base 
es igual al radio de la circunferencia circunscrita a la sección paralela 
a la base y que se encuentra a una distancia h de ésta. 


434, Una pirámide regular pentagonal SABCDE ha sido cortada 
por un plano que pasa por los vértices A y C de la hase y por los 
puntos medios de las aristas DS y ES. Hallar el área de la sección, 
si y es la longitud del lado de la base de la pirámide y b la lon- 
gitud de la arista lateral. 


435. Una pirámide regular triangular ha sido cortada por un 
plano que pasa por uno de los vértices de la base y por los puntos 
medios de dos de sus aristas laterales. Hallar la relación entre la 
superficie lateral de la pirámide y el área de su base, si se conoce 
que el plano secante es perpendicular a la cara lateral. 
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4386. De un prisma regular cuadrangular se ha cortado, por un 
plano que pasa por la diagonal de la base inferior y uno de los 
vértices de la base superior, una pirámide cuya superficie total es S, 
Hallar la superficie total del prisma, si se conoce que el ángulo del 
vértice del triángulo, que se obtiene en la sección, es igual a u. 


437. Calcular el volumen de una pirámide regular triangular si 
se sabe que el ángulo plano del vértice es igual a u y el radio de 
la circunferencia circunscrita a la cara lateral es igual a 7. 


438. Una pirámide regular cuadrangular con el lado de la base 
igual a a y el ángulo diedro de la base igual a 2a, se ha cortado 
por un plano que divide al ángulo diedro de la base por la mitad. 
Hallar el área de la sección. 


439. Sobre cl cielo raso de una sala de forma de un cuadrado 
de lado a, se ha construido un techo de la siguiente manera: cada 
jar de vértices adyacentes del cuadrado, que forma el cielo raso de 
la sala, está unido por medio de rectas con el punto medio del lado 
opuesto; con cada uno de los cuatro triángulos obtenidos, tomados 
como base, se ha construido una pirámide, cuyo vértice se proyecta 
al punto medio del tado correspondiente del cuadrado. Las partes 
de las caras de estas cuatro pirámides, dispuestas por encima de las 
demás, forman el lecho. Hallar el volumen del desván (es decir, el 
espacio entre el cielo raso y el techo), si la altura de cada pirámide 
es igual a h. 





440. Hallar el ángulo diedro entre las caras laterales de una 
pirámide regular triangular, si el ángulo diedro formado por una de 
las caras laterales y la base es igual a %. 


441. En una pirámide regular triangular SABC, el ángulo plano 
del vértice es igual a a, PE distancia más corta entre la arista 
lateral y el lado opuesto de la hase es igual a d. Hallar el volumen 
de esta pirámide. 


442. Una pirámide tiene por base un trapecio isósceles, cuyos 
lados paralelos son iguales a a y b (a>b), y los segmentos desi- 
uales de las diagonales forman un ángulo q. Hallar el volumen de 
la pirámide sabiendo que su altura trazada desde el vértice pasa 
por el punto de intersección de las diagonales de la base, y que los 
ángulos diedros contiguos a los lados paralelos de la base son entre 
sí como 2: 1. 


443. En el plano P se tiene el ángulo BAC=60”. El punto S 
dista 25 cm del vértice del ángulo A, 7 cm del lado AB y 20 cm 
del lado AC. Hallar la distancia desde el punto S hasta el plano P. 
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444. En una pirámide hexagonal regular, cuyo ángulo plano en 
el vértice es igual a u, se ha trazado una sección que pasa por la 
diagonal mayor de la base y que forma con el ángulo diedro un 
ángulo $. Hallar la relación entre el área de la sección y el área 
de la base. 


445. Los tres ángulos planos de un ángulo triedro son agudos. 
Uno de ellos es igual a «a; los ángulos diedros adyacentes a este 
ángulo plano son iguales a $ y y respectivamente, lar los otros 
dos ángulos planos. 





446. Calcular el volumen de una pirámide regular de altura /, 
si se sabe que esta pirámide tiene por base un polígono, la suma 
de los ángulos internos del cual es igual a nx, y la relación entre 
la superficie lateral y el área de la base es igual a k. 


447. Se examina un cubo cuya arista es a. Por los extremos 
de cada tres aristas que parten del vértice común, se ha trazado 
un plano. Hallar el volumen del cuerpo limitado por estos planos. 


448. Por el centro de la base de una pirámide hexagonal regular 
se ha hecho una sección paralelamente a la cara lateral. Hallar 
la relación entre el área de la sección y el árca de la cara lateral, 


449. Por cada una de las aristas de un tetraedro se ha trazado 
un plano po a la arista opuesta. Hallar la relación entre el vo- 
lumen del paralelepípedo obtenido y el volumen del tetraedro. 


450, Sobre las caras de una pirámide cuadrangular regular, como 
bases, se han construido letraedros regulares. Hallar Ta distancia 
entre los vértices externos de dos tetraedros adyacentes, si el lado 
de la base de la pirámide es igual a a. 


451. A través de cierto punto de la diagonal de un cubo de 
arista a se ha trazado un plano perpendicular a esta diagonal. 

1) Aclarar cuál es la figura que se obtiene en la sección de este 
plano con las caras del cubo, 

2) Hallar las longitudes de los segmentos que se obtienen cn la 
sección del plano con las caras del cubo, en función de la distancia x 
del plano secante al centro de simetría O del cubo. 


452. Se examina la proyección de un cubo de arista a sobre un 
plano perpendicular a una de Jas diagonales Cel cubo. ¿Cuántas 
veces el área de la proyección será mayor que el árca de la sección 
del cubo por un plano que pasa por el punto medio de la diagonal 
y que es perpendicular a esta última? 


453. El lado de la base de tuna pirámide cuadrangular regular 
es igual a a, la altura de la pirámide es f, A través de uno de Jos 
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lados de la base de la pirámide y el punto medio de la arista lateral 
que se cruza con dicho lado, se ha trazado una sección. Determinar 
la distancia desde el vértice de la pirámide hasta el plano de esta 
sección, 


454. En un letracdro regular SABC cuya arista es igual a a se 
han trazado tres planos, cada uno de los cuales pasa por uno de 
los vértices de la base del tetraedro ABC y los puntos medios de 
dos aristas laterales. Hallar el volumen de la parte del tetraedro, 
dispuesta sobre todos los planos secantes. 


455. La pirámide SABCD tiene por base un rombo con las 
diagonales AC=«a y BD=b. La arista lateral SA es perpendicular 
al plano de la base e igual a q. Por el punto A y el punto medio K 
de la arista SC se ha trazado un plano perpendicular a la diagonal BD 
de la base, Determinar cl área de la sección. 


456. En un prisma cuadrangular regular se han trazado dos sec- 
ciones paralelas: una de ellas pasa por los puntos medios de los 
lados contiguos de la base y por el punto medio del eje, la otra 
divide al eje en Ja relación de 1:3. Conociendo que el área de la 
primera sección es igual a S, hallar el área de la segunda. 


457. Una pirámide triangular ha sido seccionada por un plano 
en dos poliedros. Hallar la relación de los volúmenes de estos po- 
liedros, si se conoce que el plano secante divide a tres aristas late- 
rales, que concurren en uno de los vértices de la pirámide, en las 
proporciones 1:2, 1:2, 2:1, contando desde el vértice. 


458. Hallar el volumen de una pirámide triangular, si el árca 
de sus caras son Si, S,, S,, S,, y los ángulos diedros, adyacentes 
a la cara de área S,, son iguales entre si. 


459. Por los puntos medios de dos aristas paralelas de un cubo, 
que no se encuentran en una misma cara, se ha trazado una recta, 
alrededor de la cual el cubo ha sido girado 90”. Determinar el 
volumen de la parte común del cubo inicial y el girado, conociendo 
que la arista del cubo mide a. 


460. A través del vértice de un cono se ha trazado un plano que 
forma con la base del cono un ángulo , Este plano corta a la 
base por la cuerda AB de longitud a, que une los extremos del 
arco de la base del cono, correspondiente al ángulo central P. 
Hallar el volumen del cono. 


461. Un coño y un cilindro tienen una base común, y el vértice 
del cono se encuentra en el centro de la otra base del cilindro. 
Majlar el valor del ángulo formado por el eje del cono y su gene- 
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ralriz, si se conoce que las superficies totales del cilindro y «del cono 
son entre sí como 7:4, 


462. En un cono se ha inscrito un cilindro cuya altura es igual 
al radio de la base del cono. Hallar el ángulo entre el eje del cono 
y su generatriz, si se sabe que la superficie total del cilindro es al 
área de la base del cono como 3:2. 


463. En un cono cuya generatriz ! forma con el plano de la base 
un ángulo a, se ha inscrito un prisma regular de 1 lados, todas 
las aristas del cual son iguales entre sí. Hallar la superficie total 
del prisma. 


464. Los cuatro lados de un trapecio equilátero hacen contacto 
con un cilindro cuyo eje es perpendicular a los lados paralelos vel 
trapecio. Hallar el ángulo formado por el plano del trapecio y el 
eje del cilindro, conociendo que las bases del trapecio miden a y b, 
y su altura es igual a h. 


465. En un prisma recto que tiene por base un triángulo rec- 
tángulo se ha inscrito una esfera. En el triángulo de la base del 
prisma, la perpendicular de longitud /, bajada desde el vértice del 
ángulo recto a la hipotenusa, forma con uno de los catetos un 
ángulo o. Hallar el volumen del prisma. 


466, En una pirámide regular de n tados con el lado de la base 
igual a a y el arista lateral b se ha inscrito una esfera. Hallar el 
radio de esta esfera. 


467. En una pirámide triangular regular se ha inscrito una esfera. 
Hallar el ángulo de inclinación de la cara lateral de la piramide 
respecto al plano de la base, conociendo que la relación entre el 


NT 
Aida y 1Y73 
volumen de la pirámide y el volumen de la esfera es igual PE L 





468. A una esfera de radio r se le ha circunscrito una pirámide 
regular de » lados, el ángulo diedro de la base de la cual es igual a %. 
Hallar la relación entre el volumen de la esfera y el volumen de 
la pirámide. 


469. Hallar la relación entre el volumen de una pirámide regular 
de n lados y el voumen de la esfera inscrita en esla pirámide, 
conociendo que las circunferencias circunscritas a la base y a las 
caras laterales de la pirámide son iguales entre sí 


470. Hallar la altura de una pirámide cuadrangular regular, si 
se conoce que el volumen de la esfera circunscrita a la pirámide 
es V, y que la perpendicular bajada del centro de la esiera a su 
cara lateral forma con la altura de la pirámide un ángulo a. 
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471. En una pirámide que tiene por base un rombo con un 
ángulo agudo igual a a, se ha inscrito una esfera de radio R. Las 
caras laterales de la pirámide forman con el plano de la base un 
ángulo xp. Hallar el volumen de la pirámide. 


472. Dos pirámides regulares de n lados con iguales bases se 
han unido por estas bases. Hallar el radio de la esfera inscrita dentro 
del poliedro obtenido, conociendo que el lado de la base común de 
las pirámides es igual a a y las alturas de estas últimas son A y H. 


473. Dos pirámides regulares de n tados con iguales bases, pero 
de diferentes alturas, han sido unidas por estas bases, y al poliedro 
oblenido se le ha circunscrito una esfera de radio R. Hallar las 
alturas de las pirámides, conocienao que el lado de la base es igual a a. 
¿Para cuál relación entre a y R es soluble el problema? 


474. En un prisma regular de n lados se ha inscrito una esfera 
que hace contacto con todas las caras del prisma. Al prisma se le 
ha cireunscrito otra esfera. Hallar la relación entre los volúmenes 
de las dos esferas. 


475. En una esfera se ha inscrito un tetraedro regular y en este 
tetraedro, una nueva esfera. Hallar la relación entre las superficies 
de las dos esferas. 


476. En un tetraedro regular se ha inscrito una esfera. En la 
esfera se ha inscrito un nuevo tetraedro regular. Hallar la relación 
entre los volumenes de los dos tetraedros. 


477. Se tienen dos esferas concéntricas de radios r y R(R > r). 
¿Para cuál relación entre R y r, dentro de la esfera mayor se puede 
censtruir un tetraedro regular de modo que tres vértices de su base 
se encuentren en la esfera mayor y tres de sus caras laterales hagan 
contacto con la esfera menor? 


478. Se han tomado dos vértices opuestos de un cubo y por los 
puntos medios de seis aristas que no pasan por estos vértices se ha 
trazado un plano secante que divide al cubo en dos partes. En 
cada una de estas partes se ha colocado una esfera que hace con- 
tacto con tres caras del cubo y el plano secante. ¿Cuántas veces el 
volumen de cada esfera será menor que el volumen del cubo? 


479. Desde un punto de una esfera de radio R se han trazado 
tres cuerdas iguales que forman un ángulo « una con la otra. 
Deterruinar la longitud de estas cuerdas. 


480. En una pirámide triangular SABC las aristas SA, SC y 
SB son de dos en dos perpendiculares: AB=BC=a, BS=b. Hallar 
el radio de la esfera inscrita en la pirámide. 
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481. Hallar el ángulo diedro «q entre la base y la cara lateral 
de una pirámide cuadrangular ular, conociendo que el radio de 
la esfera cireunscrila a la pirámi e es tres veces mayor que el radio 
de la esfera inscrita en la misma. 





482. En una esfera de radio R se ha inscrito un telraedro regu- 
lar, todas las caras del cual han sido prolongadas hasta su inter- 
sección con la esfera. Las líneas de intersección de las caras del 
telraedro con la esfera cortan de su superficie cuatro triángulos 
esféricos y varias figuras esféricas biangulares. Hallar la superficie 
de cada una de estas figuras obtenidas. 


483. En un cono se ha inscrito una esfera. La superficie de la 
esfera es a la superficie del cono como 4:3. Hallar el ángulo del 
vértice del cono. 


484. En un cono se ha inscrito una semiesfera, el circulo mayor 
de la cual descansa sobre la base del cono. Determinar el ángulo 
del vértice del cono, conociendo que la superficie del cono y la 
superficie de la semiesfera son entre si como 18:5 





485. En una esiera de radio R se ha inscrito un cono cuya 
superficie latera! es £ veces mayor que el área de su base. Hallar 
el volumen del cono. 


486. La razón entre la altura de un cono y el radio de la esfera 
circunscrita a éste es igual a q. Hallar la relación de los volúmenes 
de estos cuerpos. 

¿Para cuáles valores de q es soluble el problema? 


487. Hallar la razón del volumen de una esfera al volumen del 
cono recto circunscrito a esta esfera, si la superficie total del cono 
es n veces mayor que la superficie de la esfera. 


488. Calcular los radios de las bases de un cono truncado 
circunscrito a una esfera de radio R, conociendo que la razón de 
la superficie total del cono truncado a la superficie de la esfera cs 
igual a m. 


489. En un cono se ha inscrito una esfera de radio r. Hallar el 
volumen del cono, conociendo que el plano que hace contacto con 
la esfera y que es perpendicular a una de las generatrices del cono 
se encuentra a la distancia d del vértice del cono. 


490. En un cono, en el cual el ángulo de la sección axial del 
vértice es igual a «, se ha inscrito una esfera de radio R. Hallar 
el volumen de la parte del cono dispuesta por encima de la esfera 
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491. Determinar los radios de dos esferas, que al cruzarse for- 
man un lente biconvexo, si se conoce que el espesor del lente es 
igual a 2a, su superficie total es S y su diámetro 2R. 


492. En un cono se ha inscrito una esfera. La razón de los 
volúmenes de estas dos figuras es k. Hallar la relación entre los 
volúmenes ce los Segmentos esféricos cortados de la esfera por un 
plano que pasa por la linea de contacto de la esfera con el cono. 


493. una esfera S de radio R se han inscrito ocho esferas 
de menor radio, cada una de Jas cuales hace contacto con las dos 
vecinas, y lodas juntas tienen contacto con la esfera S por la cir- 
cunferencia de mayor diámetro. Luego, en el espacio entre las esfe- 
ras se ha inscrito otra eslera S, que hace contacto con las ocho 
esferas de menor radio y con la esfera S. Hallar el radio p de esta 
última esfera. 








494. En una esfera S de radio R se han inscrito ocho esferas 
íguales, cada una de las cuales hace contacto con tres esferas veci- 
nas y la esfera S. Hallar el radio de las esferas inscritas, conociendo 
que sus centros se encuentran en los vértices de un cubo, 


495. En una esfera se han inscrito dos conos iguales, cuyos ejes 
coinciden, y los vértices de los cuales se encuentran en los extremos 
opuestos del diámetro de la esfera. Hallar la relación entre el volumen 
de la parte común de estos dos conos y el volumen de la esfera, 


conociendo que la razón de la altura k del cono al radio R de la 
esfera es igual a k. 


496. Las áreas de dos secciones paralelas de una esfera, dispues- 
tas a un mismo lado respecto a su centro, son iguales a S, y Sa. 
La distancia entre estas secciones es igual a d. Hallar el área de la 
sección paralela a las secciones dadas y que divide por la mitad la 
distancia entre estas últimas. 


497. Sobre un plano P descansan tres esferas iguales de radio R 
que hacen contacto una con otra. Un cono circular recto está dis- 
puesto de tal manera que el plano de su base coincide con P, y las 
esferas dadas hacen contacto con el cono y se encuentran fuera de 
él. Hallar el radio de la base del conu sj su altura es igual a qR. 


498. Se tienen cuatro esferas iguales de radio R, cada una de 
las cuales hace contacto con las otras tres. Una quinta esfera tiene 
contacto exterior con cada una de Jas esferas dadas, y una sexta, 
contacto interior. Hallar la relación entre el volumen de la sexta 
esfera Y, y el volumen de la quinta V,. 





499. En un plano se encuentran tres esferas iguales de radio R, 
cada una de las cuales hace contacto con otra de ellas. Una cuarta 
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esfera hace contacto con cada una de las tres esieras dadas y con 
el plano. Hallar el radio de la cuarta esfera 


500. Sobie un plano ¡eposan cuatro esieras iguales de radio R. 
Tres de ellas hacen contacto entre sí de dos en dos, y la cuarta 
tiene contacto con dos de estas tres. Sobre estas esferas se colocaron 
dos esferas iguales de menor diámetro que hacen contacto una con 
la otra y con ties de las esferas dadas. Hallar la relación entre los 
radios de las esferas grande y pequeña 


2. Problemas de demostración 


501. Se tiene un cono truncado cuya superficie lateral es igual 
al área de un círculo que tiene por radio a la generatriz del cono 
truncado. Demostrar que en el cono dado se puede inscribir una 
esfera 


502. Se tiene un cono truncado cuya altura cs media propor- 
cional entre los diámetros de las bases. Demostrar que en el cono 
se puede inscribir una esera 





503. Demostrar que al unir tres vértices de un tetraedro regular 
con el punto medio de la altura bajada desde cl cuarto vértice, se 
obtienen tres rectas perpendiculares entre sí de dos en dos. 


504, Sea R el radio de una esfera circunscrita a una pirámide 
cuadrangular regular y r, el radio de una esfera inscrita en esta 
pirámide. Demostrar que 


E>yi+L 


. ' A . 
Indicación. Expresar £- en función de te Z. donde a es el angulo dicdro 
entre la hase y la cara lateral. 


505. Desde el punto O de la base ABC de una pirámide trian- 
gular SABC, se han trazado las rectas 04”, 0B* y 0C', paalelas 
respectivamente a las aristas SA, SB y SC, hasta su intersección 
con las caras SBC, SCA y SAB respectivamente en los puntos A”, 
B'yC" 

Demostrar que 

04! 08*, 
sa tsg+ 








506. Se examinan dos triángulos ABC y 4,B,C, que se encuentran 
en planos no paralelos y cuyos lados son de dos en dos no paralelos 
Al mismo tiempo, las rectas que unen los vértices correspondientes 
se infersecan en un punto O. Demostrar que las prolongaciones de 
los lados correspondientes de los triángulos se cruzan de dos en dos 
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y que los puntos de su intersección se encuentran en una misma 
recta, 


507. Demostrar que los segmentos que unen los vértices de cierla 
piramide triangular con los centros de gravedad de las caras opuestas 
se cruzan en un punto y se dividen por este punto en la relación 1:3 


508. Demostrar que el área de cualquier sección triangular Ce 
una pirámide triangular arbitraria no es mayor que el área de una 
de sus caras. 


509. Una de las dos pirámides triangulares con base común, se 
encuentra dentro de la otra. Demostrar que la suma de los ángulos 
planos del vórtice de la pirámide interior es mayor que la suma de 
los ángulos planos de la pirámide exterior. 


510. Cuatro esferas cuyos centros no se encuentran en un plano, 
hacen contacto entre sí de dos en dos. Cada dos de estas esferas 
determinan un plano perpendicular a sus líneas de centros y que 
liene contacto con ambas esferas. Demostrar que los seis planos que 
se obtienen de tal modo tienen un punto común. 


511. Demostrar que si en una pirámide triangular la suma de 
las longitudes de cualquier par de aristas opuestas es la misma, 
los vértices de esta pirámide son los centros de cuatro esferas que 
hacen contacto entre sí de dos en dos. 


512. ¿A cuál condición deberán satisfacer los radios de tres 
esferas que tienen contacto entre sí de dos en dos, para que a estas 
esferas se las pueda trazar un plano tangente común? 


513. Demostrar que sí un punto se desplaza por el plano de la 
base de una pirámide regular, permaneciendo dentro de esta base, 
la suma de las distancias de este punto hasta las caras laterales es 
constante, 


514. Demostrar que dos planos trazados por los extremos de las 
tres aristas de un paralelepípedo, que parten de los extremos de la 
diagonal de este último, cortan a esta diagonal en tres partes iguales. 


515, Demostrar que si un plano trazado por los extremos de 
tres aristas de un paralelepípedo, que parten de un mismo vértice, 
corta del paralelepípedo un tetraedro regular, entonces el paralele- 
pipedo puede ser cortado por un plano de modo que en la sección 
se obtenga im hexágono regular. 


516. Demostrar que lodo plano que pasa por los puntos medios 
de dos aristas opuestas de un tetraedro, divide a éste en dos partes 
equidimensionales. 





517. Demostrar que si todos los ángulos diedros de cierta pi 
mide triangular son iguales, entonces todas las aristas de esta pirá- 
mide son también iguales. 





518. Sobre dos planos paralelos se encuentran los segmentos AB 
y CD. Los extremos de estus segmentos son los vértices de cierta 
pirámide triangular. Demostrar que el volumen de la pirámide no 
varía si estos segmientos se desplazan por estos planos paralelamente 
a sí mismo. 


519. Demostrar que la recta que corta las dos caras de un ángulo 
diedro forma con ellas ángulos iguales solamente cuando los puntos 
de intersección equidistan de la arista. 


520. En el espacio se examinan dos segmentos AB y CD que 
no se encuentran en un plano. Supongamos que sea MAN el segmento 
que une sus puntos medios. Demostrar que 

ape > MN 
(aquí AD, BC y MN son las longitudes de los segmentos corres- 
pondientes). 


521. Demostrar que cualquier ángulo plano de un ángulo tetraedro 
arbitrario es menor que la suma de los otros tres ángulos planos. 


522. Demostrar que cualquier ángulo telraedro convexo puede ser 
cortado por un plano de manera tal, que en la sección se obtenga 
un paralelogramo. 


523. Demostrar que si en una pirámide triangular todas las caras 
son equidimensionales, entonces éstas son iguales. 


3. Lugar geométrico de los puntos 


524. Hallar el lugar geométrico de las proyecciones de un punto 
dado en el espacio sobre un plano que pasa por otro punto dado, 


525. Hallar el lugar geométrico de los centros de las secciones 
de una esfera por planos que pasan por una recta dada /. Examinar 
los casos en que la recta corta a la esfera, es tangente a ella o 10 
tiene con ella puntos comunes. 


526. Hallar el lugar geométrico de los centros de las secciones 
de una esfera por planos que pasan por un punto dado €. Exami- 
nar los casos en que el punto C se encuentra fuera de la esfera, en 
su superficie o dentro de ella. 
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527. Hallar el lugar geométrico de los puntos desde los cuales 
se pueden trazar a la esfera dada de radio R, tres tangentes que 
formen con tres ángulos planos rectos un ángulo tetraédrico. 


528. Hallar el lugar geométrico de los pies de las perpendicula- 
res bajadas desde un punto dado del espacio a las rectas que se 
encuentran en un plano dado y que se cruzan en un punto. 


529. Se tienen un plano P y dos puntos A y B fuera de este 
plano. A través de A y B se trazan todas las esferas posibles que 
hagan contacto con el plano P. Hallar cl lugar geométrico de los 
puntos de contacto. 


530. Un plano corta al ángulo triédrico por el triángulo ABC, 
Hallar el lugar geométrico de los centros de gravedad de los trián- 
gulos ABC con la condición de que: 

a) los vértices A y B son fijos; 

b) el vértice A es fijo. 


4. Valores máximos y mínimos 


531. Un cubo se corta por un plano que pasa por una de sus 
diagonales. ¿Cómo deberá ser trazado este plano para que el área 
de la sección sea minima? 


532. En una pirámide triangular se hacen secciones paralelas a 
dos de sus aristas que no se cruzan. Hallar la sección de mayor área. 


TRIGONOMETRIA 


Observaciones preliminares 


Expongamos algunas de las fórmulas que se encuentran en los problemas 


propuestos a continuación 


1. Funciones trigonométricas de la suma y la diferencia de dos ángulos: 


sen (x+ y) =50t1 4 COS Y 4 COS x Sen Y, 
sen (x—y) =Sen x COS Y —C0S Xx Sen Y, 
COS (X + 4/)=C0S X COS Y —SeN x SEN Y, 
208 (x— Y) =C0S X COS Y $-Sen X Sen y. 
2. Angulos doble y triple; 
sen 21=2sen x 008 x, 
cos? x sen? x, 






3 sen x-—4 sen? x, 
cos 3x=3 cos* x—3 cos £. 
3. Suma y diferencia de funciones trigonométricas: 








sen se seng=2 sen El cos 2, 
sen x—sen y = 2005 EL son EL, 





2os x —cos y a 2 sen 


4. Multiplicación de funciones trigonométricas: 
t 


sen x sen y == [cos (x—y)—cos (x 49), 





1 
cos x cos y == [cos (Y —y)+cos (1+y)l, 


sen x cos y == [sen (24) +sen (+0) 





—Cos 2x 
a, 


+05 2x 


sent 





(1 
(2) 
15) 
(Y 


15) 
(6) 
m 
(8) 
(0) 
(10) 


ao 


12) 


o) 
(04) 
(15) 
us) 
an 
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5. Expresión de senx, cosx y (gx en función de tg - 




















(18) 
, 10) 
tgr= e” (20) 
E 
6 Funciones trigonomelcicas inversas 
a) Valores principales de las funciones trigonumétricas inversas: 
y=alesenx, si x=seny y ez. en 
y arecos x, si x=cusy y Oya, a 
garetgx, si x=tgy y src 23 
=arccolgx, six=cotgu y 0O<y<n (24) 
b) Funciones trigenoniétricas inversas de valuación múltiplo: 
Areset x= (—I y arcsen xn, 1=0, Ll, (25, 
Arocos x= L arccos x— Quan, (26) 
Arelgx=aretgr+an, (7) 
Mecaty x=arccotg x+ am. (28) 


Las fórmulas (25) —(28) determinan el aspecto general de los ángulos 
correspondicriles al valor dado de la función trigonométrica 


1. Transformación de las expresiones que contienen 
funciones trigonométricas 


$533. Demostrar la identidad 
cert ros" x= 1 — E sen? 2, 
534. Demostrar la identidad 


cora | cos? (24 $) —2c050c0s B cos (a + $) =sen? B, 


535. Demostrar que para todos los valores admisibles de x es 
válida la fórmula 
ga Hg 2 — tg 3x=— tg xtg 2: lg Ba, 
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536. Demostrar que para todos los valores admisibles de x es 
justa la igualdad 


ig3x=tgxtg (3-x) e(q+ x). 


537. Demostrar la identidad 





BB 


sens 
sen 





sen a 4- sen $ /- sen y—sen (a + B + y) =4 sen 
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538. Demostrar que si a /-P+y=a, entonces 


sena |-senf$--seny— 4cosF cos 4, cos—. 


539. Demostrar que para un valor entero de n y a |Ply=x 
se cumple la identidad 


sen 214 + sen 20$ + sen 2ny = (—1)*! 4 sen na sen uf sen ny. 
540, Demostrar que si cos(a + fB)=0, entonces 
sen(a +28) = sena. 
541 Demostrar que si 3sen f —=sen (2a + fi), entonces 
tpla+P)=2tg0 
para fodos los valores admisibles de 2 y B. 


542 Demostrar que si sena =A sen (a |- P), 


sen $ 
cosp—A 





tg(a4-B)= 
para todos los valores admisibles de a y PB. 


543. Demostrar que si los angulos a y B están enlazados en la 
relación 
sen po n 
ae  Unl>,ab 


entonces se cumple la igualdad 





eb 
ig ita teó 
man ma ld 


544. Demostrar que si cosx=cosy-cosz 0, entonces es válida 
la fórmula 


LoS (x + y+ 2) = cosrcusycos2(1 — ig xigy—ly ylgz —lg 2lg x). 
8) 


545. Demostrar que si «, f, y son los ángulos de un triángulo, 
entonces se cumple la igualdad 





ajubr pt 
546. Sea x-y-/2= Fe ¿Para cuáles valores enteros de k la suma 
teyigz+tg tgr+lgrtgy 
no deperulera de x, y y 2? 


547. UHallar las relaciones algebraicas entre los ángulos «, P 
y, Si se conoce que 


ga+tgbeley=tg0 tg tar. 
548, Transformar en una multiplicación la expresión 
colg* 2x—tg? 2r—8 cos 4x cotg 4x. 
549. Transformar en una multiplicación la expresión 
sen? a + sen? $ + sen? y + 200502 cos P cos y—2, 


550. Calcular, sin emplear las tablas, la expresión 


l Si 
rare 2sen 70%. 
551. Demostrar que 





cos + Os = 
AR 


552, Demostrar que 





cos = +cos Z +08 


553. Calcular, sin hacer uso de las tablas, la expresión 





E 3n Tn 
sent + + cent + + sent qn * 


554. Demostrar que 
tg, 20" tg 40" y 80" =/ 3. 


2. Ecuaciones trigonométricas y sistemas de ecuaciones 


A ECUACIONES TRIGONOMETRICAS 


555. Resolver la ecuación 
SON COS SOLOS A = 


556, Resolver la ecuación 
I—tyr 


Trtg= 14 2x. 


557. Resolver la ecuación 
14 sen x-p cos x + sen 2x+c05 2x=0, 

558. Resolver la ecuación 

1 | senx-+cos 3x= cos x -|- sen 2x cos 2x. 
559. Resolver la ecuación 

(sen 2x + V 3 cos2x1?—5=c08 (5 2x). 
560. Resolver la ecuación 

2sen17x+) 3cos5x+sen3x=0. 


561. Resolver la ecuación 
sen? x (lg x-/- 1) =3 sen x (cos x—sen x) +3, 
562. Resolver la ecuación 


1 
sen? x+cus* x= l=x3; sen 2x. 


Resolver la ecuación 


J l J 1 t 1 ai, 
a A a 


563. 





564. Resolver la ecuación 
x 


5 
sen? 3 +eost 3 =q+ 
565. Resolver la ecuación 
5 (sen! x + c05* x) == sen? x cos? x 4- sen Xx COS X. 
566. Resolver la ecuación 
(142) cos rcos (2x—20) — (1 + kcos 2x) c0s (x—0). 


567. Resolver la ecuación 
sen axsen bx 





sen cx sen dx, 


donde a, b, € d son Jos términos positivos sucesivos de una 
tae de 
progresión aritmética. 
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568. Resolver la ecuación 
200s1=2 lg 5. 
569. Resolver la ecuación 
cotgx—2<en 2x=1. 
570. Hallar tgx de la ecuación 
2cos xcos(B —x) =cosf. 


571. Hallar cosq, si 
seno -L sen (p—2) /- sen (24 +1) — sen (q +) -- sen (2p—a) 
y el ángulo q se encuentra en el tercer cuadrante, 


572. Hallar cotgx de la ecuación 
cost (a+ x) 008 (2—x)=A, 
donde 0-¿a<2. Analizar para cuáles valores de a tiene solución 
el problema. 
573. Hallar el valor de uh. si sena +eosa= LL y el ángulo 
a se encuentra en los limites entre 0 y 45%. 





574. Resolver la ecuación 


575, Resolver la ecuación 





14 2cosecx=— 
576. Resolver la ecuación 
2y lesnx 
os 


571 Resolver la ecuación 
2tg3x—3 tg 2x=1x' 2 tg3x. 


578. Resolver la ecuación 
2 colg 2x—3 coty 3x =tg 2x. 


579. Resolver la ecuación 
6tgx+5 cotg3x=lx2x. 
580. Resolver la ecuación 


y 
E OE cosx sex” 


581. Resolver la ecuación 


(14) 18rtg («+ 





582. ¿Para cuáles valores de a tiene solución la ecuación 
sent x —sen xcos *—2c0s* x= a? 


Hallar esta solución, 


583. Hallar todos los valores de a, para los cuales es soluble 
la ecuación 
senti—2c08* 4 =0. 


Flallar estas soluciones. 
584, Resolver la ecuación 


x x E x 1 
cos 11 37 cos 2 ¿7 cos dx z, cos Ba 3, cos 165 37 





585. Resolver la ccuación 
cos 7.:—sen $x= Y 3 (cos 5x—sen 71). 
586. Resolver la ecuación 
2— (7 +sen 2x) sen? x+(7 sen 2x) sen? x=0, 


587. Hallar senx y cosx, si 


acos x+bsenx=C. 





¿Para cuál condición respecto a a, b y ce es soluble cl problema? 


588. Resolver la ecuación 


ascuxlb_ucosx+b 
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589. Resolver la ecuación 
320 





x—cos6x= 1. 
590. Resolver la ecuación 
8sen' x4-3c052x 4 2c0s4x--1=0. 
491. Resolver la ecuación 
cos 3x cos? + + sen 3x sen* x =0, 


592. Resolver la ecuación 


sen? x+c05 x 





593. Resolver la ecuación 


29 
sent” x cos! x= 





594. Resolver la ecuación 
ser x | sen? 2x + sen? 3x = (sen x | sen 2x sen 31)". 
595, Resolver la ecuación 
sent x cos x=1, 
donde «1 es un número entero positivo. 


596. Resolver la ecuación 





597. Resolver la ecuación 
(cos 4x—cos 2x)* =sen3x | 5. 
598. Resolver la ecuación 
(sen x-+ cos x) UZ= tg x + cotg x. 
599. Demostrar que la ecuación 
(senx+ Y 3'cos x) sen 4x2 
no tiene solución. 


600. Determinar en qué limites se puede variar el parámetro A, 
para que la ecuación 
sec x | cosec=A 
a 


tenga una raíz x que satisfaga a la desigualdad 0<x< GF. 


Bo SISTEMAS TRIGONOMETRICOS 
601. Hallar todas las soluciones del sistema de ecuaciones 
sen(x+y)=0, | 
sen (x—y) =0, Í 
que satisfagan las condiciones: 0Ex<Za, VEYSA. 
602. Kesulver el sistema de ecuaciones 
sen Xx =cusec 1 sen y, | 
COS X=SCC x + CUs Yo 


$03. Resolver el sistema de ecuaciones 


sen? x=) sen y 
7 enY, 





$804. Resolver el sistema de ecuaciones 
lex+lgy=l, 


1 
COS ACOSY ===. 
2 Yy2 


605. Resolver el sistema de ecuaciones 


1 
¡Sen y + 
Sena sen y =p 


tg xtg y =+. 


606. Resolver el sistema de ecuaciones 
4y=P | 
cosxcosy=a. | 
«Para cuáles valores de a es soluble el sistema? 
607. Hallar todos los valores de a, para los cuales es soluble 
el sistema de ecuaciones 
sen 1 cos 2y=(%-+ 1, t 
cos x sen 2y =4. ) 
Resolver este sistema. 
608. Resolver el sistema de ecuaciones 
cos (x—2y) =4c08' y, 1 
sen (x—2y) =acos' y. | 
¿Para cuáles valores de a es soluble el sistema? 
_ 609, Hallar cos (x+y), si x e y satisfacen al sistema de ecua- 
ciones 
sen x+-sen y=4, 1 
cosx4cosy=b / 
y a4bex0. 
610. ¿Para cuáles valores de a es soluble el sistema de ecuaciones 
x—y=0, | 
2 (c052x + cos 2y) =1-+4c05* (x—g)? | 
Hallar las soluciones de este sistema. 


8 


611. Hallar todas las soluciones del sistema 
8cos xcus ycos(x—y)+1=0, 1 
xpy=a. | 


¿Pura cuáles valores de a son posibles las soluciones halladas? 


612. Resolver el sistema de ecuaciones 


tr =2 y+h) E | 
1 


e _ El 
2sen (y )+ 


ley 7 





613. Elíminar x e y del sistema de ecuacioiles 
asenti4bcosti=l, 
acos* y--bsenty=1, 
atgx=bt y, 
admitiendo que el sistema es soluble y que ab, 
614. Expresar cosa y senf en función de A y 8 con la con- 


dición de que 
sna=Asenf, tga=Btyb. 


615. Resolver el sistema de ecuaciones 


lgr=tgY, 
Sen x=C0S 2y. p 


616. Resolver el sistema de ecuaciones 
sen 4 4 sen y =sen (x -- y), 
lx]+191=1. 
617. Resolver el sistema de ecuaciones 
sen(y—3)= 2sen* x, | 
cos (y—3x) =2co5* x. | 
618. Aclarar a cuáles condiciones deberán satisfacer los números 
a, b y c, para que el sistema de ecuaciones 
sen x sen y= 20, 
cos 1]cosy=2», 
trlgy= 


tenga por lo menos una solución. 





E 


3, Funciones trigonométricas inversas 


619. Calcular el arccos [sen ¡- 


E) 
— 
<= 





620. Calcular el arc ¿cos E ). 


621. Demostrar que 
arclg y + arclg E => -arctg L 7 +Harctgz ¿=L. 


622. Demostrar la fórmula 
aresen x + arccos x= 





623. Demostrar que para a < 1/32, la ecuación 
(arcsen x)* + (arccos xP? =aun* 
no liene raíces, 


624. Demostrar la fórmula 


| arcsen) 1—x, si U<Y<l; 


AFcCos Y = 
| a—aresen TX, si —1I<x<0, 








625. Demostrar las fórmulas 
urosen (—x) = —arcsen Xx, arccos (—x) = 3 —ArUCOs x. 


626. Demostrar que si—F+2%tn< << +2kx, entonces 
arcsen (sen x) =x—2ka. 


627. Demostrar ns si0zx<it y 


2 arelg Ez 4 B=arcsen 14 entonces 4 —P=1. 


Tra » 
628. Hallar la relación entre 
arcsej Cos arcsen X y arccos sen arccos X. 
4, Desigualdades trigonométricas 
629. Resolver la desigualdad senx > cos? x. 


$30. ¿Para cuáles valores de x se cumple la desigualdad 
4 sen x+3 tgx—2 sect x >> 02 


631. Resolver la desigualdad sen x sen 2x< sen3vsendx, st 
0-1. 3,2. 


59 


632. Resolver la desigualdad 
sat 
Y 3—(sen x+ cos x) 


633. Hallar todos los valores de x, mayores de Cero, pero me- 
nores de 2x, pura los cuales se cumple la desigualdad 
cos x—sen x—cos 2x >0. 
634. Resolver la desigualdad 
xo tgr—2 
B> rr 
635. Resolver la desigualdad 
cos* xcos 3x—sen x sen Bro» eN 


636, Demostrar para 0< p< mu/2 la desigualdad 
cotgÍ > | 4cotg o. 


637 Demostrar la validez de la desigualdad 
(11220) (1—3 tg? 1) (1 +1g 2x tg 3x) >0 

para todos los valores de x, para los cuales la parte izquierda tiene 
sentido 

638. Demostrar la validez de la desigualdad 

(cotg2x—1) (3 cotg? x— 1) (cotg3xtg 21— 1) <—1 

para todos los valores de x, para los cuales la parte izquierda tiene 
sentido. 

639. Suponiendo que sea tg0=ntg q (1 > 0). demostrar que 
-19 


1 (04) < GR 





640. Demostrar la desigualdad 


semi! , L>2—nx 
TI TES 


¿Para cuáles valores de x esta desigualdad se transforma en igualdad? 








641. Demostrar que para 0< p< n;2 se cumple la desigualdad 
COS sen q) > sen c0s ip. 


$42. Supongamos que sea 1 un número entero posilivo, mayor 
que 1, y que el ángulo a satisface a la desigualdad 
x 
0 a Tu 6" 
Demostrar, empleando el múmodo de inducción complela, que en- 
tonces 
tgna niga 


$43. Supongamos que sea 0: 2% Mo o 2. 
Demostrar que entonces 
Sen y + eN 
13% “cos +. A 

644. Demostrar que si A, B y C son los ángulos de un irián- 
gulo, entonces 


sen Len Hen Ez: 


645. Demostrar que para 0." x-av4 es justa la desigualdad 


cos x 8 
re 





5. Problemas diferentes 


646. Calcular la función sen (2arctg 5 —arclg e 


647. Demostrar que si lga=_ y senf- , entonces 





a +28 =45* (a y B son ángulos del primer cuadrante). 
648. Demostrar que 
_ snm ltga 
Y= Gs x-+cotg x 
adquiere valores positivos para todos los valores admisibles de x. 
649. Demostrar que la igualdad 
sen o sen 2a sen 3a —Á 
no es válida para ninguno de los valores de %. 


650. Expresar senóx en función de sen x, y con ayuda de la 
fórmula obtenida calcular, sin hacer uso de las tablas, el valor de 
sen 36”. 


651. Hallar los valores máximo y mínimo de la función 
q (x) —sen* x+co5* x. 
s 


652. Hallar los valores máximo y mínimo de la función 


y=2sen*x +4 cos? x +6 sen x cos £. 
653 ¿Para cuáles valores enteros de n la función 


5 
COS ¡LE SON qx 


tiene un periodo igual a 31%? 


654. Demostrar que si la suma 
41, COS (2%, -|= x) -$- 02 COS (0%, -+-x) |- . +. +0, COS (Ur, +x) 
para x=0 y x=x,=ékxw (k es un número entero) se convierte en 
cero, entonces esta suma es igual a cero para cualquier valor de x. 


655. Demostrar que la función cos Vx no es periódica (es decir, 
que no existe ningún número constante 7+0, que para todos los 
valores de 1 sea cos xp T =cos Vx). 





656. Demostrar la fórmula 


sen son (405 





sen x-/-sen2x +... +sennx= 





sen y 
Indicación. Se puede emplear la tórmula de Moivre 


(cos x ++ sen x)1 =c08 1x+ ¿Sen nx. 


657. Calcular la suma 


sE at cos EE 
T 3 a 3 
O 


Indicación. Emplear la fórmula de Moivre. 
658, Se examina la función 
F(x)=Acosx Bsenx, 


donde Á y B son ciertas constantes, 
Demostrar que si f(x) se hace igual a cero para dos valores del 
argumento x, y x, tales, que 


Xx, —X, 5% kn 
(k es un número entero), entonces f (x) es por identidad igual a cero. 





%) La función f (x) se llama periódica, si existe un número T 40 tal, que 
para todos los valores “admisibles de x se cumple la igualdad f(x+T)=1 (0. 
En este caso, el múnuero 7 se lama período de la función. 





RESOLUCIONES | ALGEBRA 
Y SOLUCIONES 


1. Progresiones aritmética y geométrica 


1. Segon la condición del problema 
b—a=c—b=d y ca=%, 


Supongamos que sea 
! ! 


NA A 
yea Va VERY 





1 1 


A HR 22 
“o yarYh Yo+Va 
Demostremos que 4¿=42. Si d=0, entonces a=b=c y Aj =A,=0. Por esta 


razón consideraremos que d 0. Liberándonos de la irracionalidad en los deno- 
miradores obtenemos: 





Vi 2 b-V eV a 
2d 





Yi-Va_Ve-Va_217 








Asi pues. Aj =4z, lo que se exigia demostrar 


2. Si la diferencia d de la progresión dada es igual a cero, la validez de 
la fórmula es evidente. Por esta razón consideraremos que d =0. 

Designemos el miembro izquierdo de la igualdad supuesta por S. Liberando 
los denominadores de la irracionalidad, obtendremos: 
Va Va, Va Va, ¿VaV, 


Su 





244) 00; Mr 





Puesto que según la condición del problema a¿—d, 0304 +=... 704 > 
entonces, «s evidente que 


Finalmente tendremos 








Se 
Wa, Va) 


lo que se exigía demostrar 





3. Según Ja condición del prolilema 


40 44= 





Si d=0, entonces la igualdad propuesta es evidente. Considerando que d + U, 
tendremos: 





da que se csigia demustrar 


4. Siendo n=3 tenemos ae 5 De aqui que == a 
3 ay TS 


a == y por consiguiente, a¿—ay==a,=: ay. Por esta razón, es suliciente 
TA 


deimstrar que para cualquier 14 
Oya O — ma 


Escrihamos sucesivamente la Igualdad indicada en la condición del problema, 
para los cosos 1-2, nl y a 







e tte Y) 

t 1 
aa Pa e 
] o 


aa, 
Restando miembro 4 miembro de la igualdad (3) la igualdad (2) y de la (2) la 
igualdad 11), obtenemos. 
Uy 1 O 


a—D + 5 
M1 








E A O e a 
TS TA 
Reduciendo a un común denominador y haciendo las simplificaciones correspon» 


dientes, tendremos: 





An 
a (0D 3—0p=1) 
Ay=3—Op=1, la que se exigía demostrar. 








a 





Por consiguiente, 0,10, 


5. Llevaremos 1 cahw la demostraci 
mos que para n--2 la igualdad liene Ímgar, puesto que aa, =4,—a, y por 
consiguiente, 2, —2as -a¿=0. Supongamos que la fórmula propuesta es válida 
para cierto volor de a; con otras palabras, cualquiera que sea la progre: 
aritmética 204 Xgaa, Será válida la igualdad 


rar el, 2) xn td (5) 41 =0. 


Pasando a 1-41, hacemos uso de la identidad 
Cam) =Cg (1— DH Co-1 (1). 

















9% 


Entonces, 
alar aa e a 
[a (DH o.+- +00 (5) unos] - 


—[0.-(1) in (42 1) anto (5) tes] 


Por suposición de la inducción, ambas expresiones que se encuentran entre cor 
chetes son iguales a cero, puesto que tienen la forma (1). Por esta razón, la 
lórmula propuesta es válida también para n-+1. Con esto la afirmación queda 
demostrada, 





6. Realizaremos la demostración por el método de inducción. Siendo 1=3, 
es fácil comprobar directamente que 


a—3a +dy 4310, + 2d)*— (a, 4-34 =0. 


Supongamos que se haya establecido que para cierto valor de n y una progre: 
sión aritmética arbitraria Xy. Xz. +=» Ap+a Viene lugar la identidad 


A 


Entonces, procediendo en el caso de n-+1 como en el problema anterior, obten 
demos: 


(1 ar(1E a tr" Da, + 


n+1 
sites (541) 








Her +er(o)- 


¿(a 
E [ (pa 
lo que se necesita para la demostración. 


Señalemos que para la progresión aritmética d1, 22, ===, Up» Oy+1 es justa 
también una fórmula más común 


(Par (3) a. + (2 1) +0" (p) 44,20. 
donde kz>1 es un número enlero, 





+1) a,,) 





2. Por la propiedad de los términos de una progresión aritmética tenemos: 
2mlog x="log x-+Mog x. 
De aquí (véase la lórmula (3), pág. 27) 
2 1 1 
Hgm oga PAR 


y, por consiguiente, 
*logm 
*logk” 


Utilizando la fórmula (2) expuesta en la pág. 27, obtenemos: 


9 Em 


oga 


2= "lo m-+ Flog m 
Escribamos esta igualdad de la siguiente manera 
mog ne ="log m-plog (jog), 
Por potenciación, obtendremos que 
amado m, 


o bien 
aa lor, 


com lo cual el problema queda demostrado 


8. Supougamos que sea 
a+ 04. $0p 
AS 
Designemos la razón aritmética por d. Representa interés sólo el caso en que 
d:40, puesto que siendo d=0 todos los términos de la progresión son iglales 
entre sí y se cumple la igualdad (1). Utilizando la fórmula para la suma de los 
términos de una progresión aritmética, de la fórmula (1) obtenemos: 


=c. (m 


a 





lay had (a— 1] Z la, -End+a, +(1-kn— 1) d]e, 





de donde, después de la simplificación y agrupación de los términos, hallamos: 
Qa, —2aybe—d+cdh) +1 (d —cdi*—2odle) 0. 
Puesto que esta igunlulad tiene lugar para cualquier valor de n, entonces 
2a,—2aykc—d + ed 
d—ad'3— 2edh mn 0. 
Dividiendo la segunda de estas dos igualdades por d +0, tendremos: 


1 
O a 
La primera de estas igualdades se puede escribir en la formo 
di —e) =0 
En ¿ena de (2), el segundo lactor se diferencia de cero y, por consiguiente, 
2, 


Así. pues, en el caso en que d +0, la igualdad (1) puede tener lugar para 
todos las valores de n solamente cuando se tiene la progresión 


a %a, 54, ... (a 0) (5) 








Ahora ws fácil comprobar directamente que la progresión (3) salisface en 
realidad la condición del problema. Asi pues, la progresión buscada es la (3). 








9. Supongamos que sea d la razón aritmética. Tenemos: 


bi =i ++ d+. AF + la Dd 1424 ht DI4 
PO (U42.. 4ln— enjentn— xd LO qa 
y además, 


nm— 
at 





Eliminando de estas ecuaciones xy, después de simples transformaciones obtenemos: 


.— 
AS 





De aquí 





EN 


a continuación xy se determina en ambos casos por la fórmula 


Ho]. 


Así pues, siendo abia” x 0, a las condiciones planteadas satisfacen dos pro- 
gresiones. 


10. Supongamos que la sucesión aj, 42, 
a-4/=4. 0-4=2, 





.» Posee Lal propiedad yue 
ay 0-1 =(1—1)d. 





Sumando estas igualdades hallaremos que 


O fia 





Haciendo uso de esta fórmula, obtenemos 





S¡=01 ly oo. HO + 





En el problema 266 se demuestra que 





2-3 1) nr! 
AA A, 





Por consiguiente, 
nía a, 


S,=04n+ 
Para el problema en cuestión d=3. 4,=1. Por esta razón 
=p —0) y S,=3n(nt+1. 


11. En la enésima columna horizontal se encuentran los números a, n+1, 
a. 3n—3, 3n—2 (en total hay 2n—i números). La suma de estos números 
es igual a 


(043028009 pp, 


12. Supongamos que sea q el denominador de la progresión; entonces 
quen A, 


Opt = Gr 





E 
catar (Y E) =V 45, 





13. Tenemos 





E 
Si —S AAA gm pS 





E E 


A m2866 El 


De aquí 


q 
lo que se exigía demostrar. 





14, Tenemos: 





Py 029 gral alg 
Señalando que 


S=U4+09+ +... +01971=41 == 


A 





1 1 
tight 


a aga 





y por consiguiente, 





San li 


S, 
ra 


15, Designemos la suma que se examina por S,, Multipliquemos cada su- 
mando de esta suma por x y restemos de S, la magnitud oblenida; como resul- 
tado tendremos: 

Sp lt 1) al, 


Sumando la progresión geométrica que aquí entra, para x £ | ballaremom 


obtenemos 





Us pan, 
De aquí 
Cuando x=1 tenemos: 
yo lbn. 


16. Designemos tu suma buscada por Sy» Transformemos los sumandos de 
esta suma empleando la fórmula para la suma de los términos de una progre- 
sión geométrica 





14104 1004... + 10%=!= 





Puesto que, además, |= , sumando los segundos miembros de las igual- 


dades, tendremos 





1 (Mones 10 
soma. 10—) y (ME) 
17. La suma buscada puede ser representada en la forma siguiente 
A A 
HA 
HU 
HUA 
+x% 


de lo cual es fácil convencerse sumando las columnas verticales. Al sumar las 
columnas been hallamos que para ES se suma buscada es igual a 
SE E > 


+ Lx Page 


*- => 











Para x=1, la suma buscada es igual an 1] 


nos de una progresión aritmética. 


, como la suma de los térimi- 


18. Designemos la suma buscada por S,. Entonces, 
O 

St 

Md 2 

+ (5+3)+(5 


de donde 





10. El aspecto general de estos números es el siguiente: 
2 A 2 n 


o OS 2> 
44...4 88...82=8-11 ... 1-10048-11...14+1 


mE 





El número Tí cl puede escribirse en forma de la suma de los terminos de mua 
progresión geométrica con denominador 10: 
a 


ES 
TL I=1 4104 10%... 4 1001= 


10—1 





4 99 


De este modo, tenemos: 


Ains pd dl. 1 (2108411 
00 1)1074 5 (10 M4 Eq 10% q 1014 E». 





57 3 
20. Por la condición del problema [g|< 1, y tenemos: 
=k (grep gata.) =hgntl Cs m0) 


De aqui 1—g=kg y por consiguiente, sí el problema tiene solución, entonces 


1 
ET (2 





Sin embargo. se ve fácilmente, que si, al contrario, de la fórmula (2) se deduce 
que 19] < 1, entonces la fórmula (2) trae consigo la igualdad (1), y la corres- 
ondiente progresión satisface a la condición del problema. Así pues, el pro- 
Biema es soluble para cualquier valor de k que satisiaga la desigualdad 


ES] < L. Esto último tiene tugar cuando 4 > 0 o bien 4 <—2, 
"3 


21. Llevaremos a cabo la demostración por cl método de inducción com- 
pleta. Examinemos al principio el caso de una progresión compuesta de tres lér- 
Minos Xy, Xy, Xg. Abriendo los paréntesis en la fórmula 


dd o) = (0 +, 





observaremos que 
d+ 03—2x1dx,=0, 


de donde (aj— x,xp)?=0, y por consiguiente, x,xy=x3. Con la condición de que 
x1 5 0, de aquí se deduce que los números Y;, Xp, xa forman una progresión 
geométrica. Supongamos ahora que la afirmación propuesta se ha demostrado 
para el caso de uns progresión compuesta de 4 (£> 3) términos: 


Ko Kgs 00 Mo 0) 


y, gus sen a el correspondiente denominador de la progresión. Examínemos en 
lonices la sucesión compuesta de k-+1 términos: 


Ko po 0 Eo (2) 
Escribamos la condición correspondiente 
A E 
(XX al E E)? 15) 


y hagamos para abreviar xi 4x4... +11 =4%. Observemes que a 40, puesto 
que » 2.0. Por la suposición inductiva tenemos: 








X= QX XQ A ima 14) 


Por esta razón, la igualdad (3) se puede volver a escribir de la siguiente manera 
(Pad) (ad ad 1) = (qa + xa 41) 
Abriendo los paréntesis y agrupando los términos, estableceremos que 
(690x221)! 020. 


Puesto que a 0, paralelo a (4) obtenemos 14+,=9%e Por consiguiente, la 
Sucesión Xy Xy -0.+ Xéo Xesa Fepresenta una progresión geométrica con el 





a £ 
mismo denominador q=2. 
a 


100 


Basándonos en lo demostrado podemos afirmar que la sucesión formada con 
los n primeros términos de la sucesión dada, para cualquier valor real den, 
es una progresión geométrica. Por esta razón, también la sucesión infinita dada 
forma una progresión, lo que se exigía demostrar. 


22. Supongamos que sea a, =D,=a; entonces, según la condición de que 
uz =0, tenemos: 
atd=aq. Mm 


Aquí d y q son la razón y el denominador de las progresiones correspondientes 
Señalemos que, por la condición de que a, >0, para todos los valores de n, 
la razón aritmética d no será negativa. Puesto que, además, us ay, entonces 


4>0 
Debido a esto, de la fórmula (1) se deduce que 
d 
> 
Nos es necesario demostrar que siendo 1 >2 
a+(a—I)d < agil, 1) 


Puesto que de la igualdad (1) tenemos que d=a (y —1), (2) es equivalente a la 
desigualdad 
a(n—1)(q—1) < a(qr-1—1) 


Dividiendo ambas partes de esta desigualdad por la magnitud positiva a(9— U), 
obtenemos: 


n—1< 1400 +90ot 
Ya que 9 > l, esta desigualdad es justa. El problema está resuelto. 


23. Según la condición del problema 


41 >0, L-3>0 y ba-b=d4>0, 
J 


donde, como ordinariamente, y es el denominador de la progresión geométrica, 
d es la razón arilmética. Aprovechando el hecho de que a,==0/q%"* y que 
b,=01+(1—1)d, obtenemos: 


“log a, —D, =(n—1) (* log g—d)+* log 01 br. 


Para que la razón aritmética examinada no dependa de n, es necesario y sufi- 
ciente que *logg—d=0. Al resolver esta ecuación hallamos: 


L: 
a=q%. 4) 
Por consiguiente, el número buscado a existe y se determina por la fórmula (1). 


2. Ecuaciones algebraicas y sistemas de ecuaciones 


24. Después de escribir el sistema dado en la forma 
CNA 1, ) — 
vi+y=2. a) 


dividimos miembro a miembro la primera ecuación por la segunda. Liberándo- 
nos del denominador y reduciendo a continuación los términos semejantes, 


obtenemos: 
y —3y420=0, 6) 
10% 





Al resolver la ecuación cuadrada (3) respecto a y, obtenemos y=x Ó y=2x. 
Resolviendo a continuación cada una de estas ecuaciones junto con la ecua- 
ción (2), hallamos Jas soluciones reales de los correspondientes sistemas. Estas 


son solamente dos: 
cai Vi. 
arq 4, me ; 


Va e-iYa 


Cada uno de estos pares de números satisface también al sistema inicíal; esto 
puede comprobarse mediante la sustitución directa o analizando el método por 
el cual fueron obtenidos. 








q= 


25. Transformemos las ecuaciones del sistema dado en la forma 
py? —y=4. ) 
Ury) +1y=2. 
(et y) =8 


y por consiguiente, x+y=2 6 x+y=-—3. Comparando cada wna de estas 
ecuaciones con la segunda ccnación del sistema inicial, obtendremos los dos 
sistemas de ecuaciones siguientes: 


=2 - 
xy mm) 4y=-3 
xy=0 xw= 5 
El sistema (1) tiene dos soluciones: 
x=2 m=0; 


De aquí 


a 


x=0, Y =2. 
El sistema (2) tiene también dos soluciones: 





Es evidente que las soluciones de los sistemas indicados comprenden cada una 
de las soluciones del sistema inicial. Por medio de un simple análisis no cs 
difícil demostrar lo contrario. Por otra parte, lo último es fácil de comprobar 
empleando la sustitución direcía. Asi pues, el problema tiene cuatro soluciones. 


26. Transformemos las ecuaciones del sistema dado en la forma 
(+9) 14 9)*—3xy]=54", ) 
wyi+y=0, 


después de lo cual hagamos x-+y=u, xy=. Suslituyendo en la primera ecua- 
ción xv(a+g) de la segunda, hallaremos que 1 =80%. Puesto que nos inte- 
tesan solamente. las soluciones reales, tendremos que u=2. Ahora, de la 
segunda ecuación hallamos: 





==. 
u 


7 
De este modo, ubtenemos el siguiente sistema respecto a x e y: 


1 
O 
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Resolviendo este sistema obtenemos: 











24V3 pe 
Le . Y=e ds 
vz 242 
A 








Estos números satisfacen también al sistema inicial, el cual, por consiguiente, 


tiene dos soluciones reales. 





27. Reduciendo las ecuaciones dadas a un común denominador, trausturine» 
mos el sistema en la forma 


(4 y) (+ y)" 3x4! = 2x4, ) 
3H) =xY. 
Hagamos x-+y=u, xy=0. Colocando xy=w de la segunda ecuación en la pri- 


mera, obtenemos: 
1 (ué—9u) =36. mí) 


Señalemos que u %D en el enso contrario, de la segunda ecnación tendriamos 
que xy=0, lo que contradice a la ccuación inicial). Por esta razón, de la ccua- 
ión (1) se deduce que, o w==12, o bien u=—3 

En el primer caso (4=12) obtenemos el sistema 


x+y=12, ) 
xy—36, 








de donde x=y= 
En el segundo casa (u=—3) tenemos: 





Este sistema tiene dos soluciones: 


Dia VE) yq (Y 50 


x 





Las tres soluciones halladas satisfacen también al sistema inicial. Así pres, el 
sistema tiene sólo tres soluciones. 


28, Elevando la segunda ecuación al cuadrado y restáudola de la primera, 
obtenemos: 
xy (49 —x4) =21 Mm 
De aqui, en virtud de la segunda ecuación del sistema dado, 
x=. 


Colocando el valur de y en la segunda ecuación del sistema, obtenemos la ecua. 
ción bicuadrada 
A—10149=0. 


De donde, xy=3, x2==3, x,=1, x=! y los valores correspondientes de y 
son los siguientes: yy =1, ya=—1, ya=3, 1 =—3. Por comprobación nos con 
vencemus de que los cualro pares de números son las soluciones del sistema 
inicial. Por consiguiente, el sistema tiene cuatro soluciones: 





y=L n= y=-1 





q= u=—l, y=3 


29. Transformemos el sistema en la forma 















(y) (tg y — 19) =0, , 
an +—x3—7) = 
Con esto, el sistema inicial se reduce a los cuatro sistemas de ecuaciones 
siguientes: % 
x—y=0, xy =0, 
DE poa 
x+y-0, Argoxay—1 =0, 
4 ya y — 19 ayy —! ) a 
x+y =0, ad a del 
El primer sistema tiene una sola solución: x=0, y=0. El segundo tiene 
dos soluciones: x= + Y 7, y=2 V 7. El tercera lambién tiene dos soluciones: 
1=+ VI, u=+ V 15. Pasando al cuarto sistema, observemos que sumando 
ambas ecu y restando una de la otra, sustituimos este sistema por el 





mes 
siguiente sistema equivalente: 





xy=0, 

24 y=13, ) 
Este sistema tiene cuatro soluciones: 

x=i2 y=ild y 143 y=342 
Asi pues, el sistema propuesto en el problema tiene nueve soluciones: 
(0,0 UT VD (VA VD VB, —-1D), (YB, VI, 
(2,3, (2 3), (3, 2, (3, —2). 
30. Transformemos las ecuaciones del sistema en la lorma: 
2H) 5, 
8 (xy) lx +19*—3xy] =65. 

Colocando x-+y de la primera ecuación en la segunda y haciendo xy=0, ten 
o 25091201 13=0. 


Esta ecuación, evidentemente, se satisface cuando v=1. Dividiendo el miembro 
izquierdo entre u—1, obtenemos la ecuación 

25014 1304 13=0. 
¡ación no tiene raíces reales, Así pues, mo queda más que una 





Esta última e 














posibilidad: 1. Colocando este valor en la primera ecuación, obtenemos el 
sistema 
. j 
5 
y=>3 
1 1 
De aquí x1=2, Y=3 Y 7 M2 


Ambos pares de números satistacon también la ecuación Inictal Asf pues, 
el sistema tiene solamente dos soluciones reales. 


31. Sumando ambas ecuaciones, y a continuación restando de la primera la 
segunda, obtenemos el siguiente sistema equivalente: 
yt =7. ) 


Y, 
== 





Representando la primera ecuación en la forma 
(Ay + 3 (1 )=7, 


hallaremos que en virtud de la segunda ccuación (1—yP=1. 
Por cuanto mos interesan Solamente las soluciones reales, entonces, 
a—y=1. Teniendo esto en cuenta, hallamos fácilmente que xy=2, 
Resolviendo a continuación el sistema 





4-2. 


No es dificil comprobar que los dos pares de números satistacen al sistema 
inícl Por lo tanto, el sistema tiene dos soluciones reales. 





32. Translormamos la segunda ecuación en la forma 
PAP 


Suponiendo que sea x"+y=u y xy 
guiente manera: 





escribimo: «sta ecuación de la sl- 





ult—20t=7. 


Elevando al cuadrado la primera ecuación del sistema, obtenemos una condición 
más para u y ve 





1420 
Eliminando a u de las dus últimas ecuaciones, obtenemos: 
*—20—-3=0, 
de donde 





9=3 %= 
Entonces, los valores correspondientes de u serán iguales a 
1q=3. 





4=— 





Puesto que «=X2%4y* y a nosotros nos interesan solamente las soluciones reales 
de la ecuación inicial, entonces, el primer par de valores de « y u debe ser 
omitido. El segundo par nos da el sistema 


4 yt, ) 


xy 





Este sistema tiene cuatro soluciones reales 


(qua 1D, (= 
(E 








-V35 
e 
Sin embargo, es lácil comprobar que al sistema inicial le satistacen solamente 


las dos primeras de éstas. Asi pues, el sistema propuesto en el problema tiene 
dos soluciones reales. 





33. Elevando la primera ecuación a la quinta potencia y restando del resul- 
tado oblenido la segunda ecuación, después de las simplificaciones correspon- 
dientes, obtenemos que 


xy (+ y) +2" 4 6=0. 0) 
105 


De la primera ecuación, después de elevarla al cubo, se desprende que 44 y1= 
=1—3xy; en virtud de lo cual la ecuación (1) adquiere la forma 


y—ay—6=0. 
Resolviendo esta ecuación, obtenemos 
mN=3, (y) =—2. 
Añadiendo a estos resultados x-+4 





1, hablaremos cualro pares de números: 


a (YT ED 
( gr, A 


Es lácil comprobar que lodas estas soluciones satisfacen al sistema de ecuacio- 
nes inicial 








(2D; 














34. Transtormemos las ecuaciones del sistema a la lorma 
ga 3, Y 
*—y+2y=1. ) 


Colocando x?—y? de la segunda ecuación en la primera, obtendremos: 





5(x)*—4xy—12=0. 
De donde 


6 
cu LU $ Ú 





Puesto que nos interesan solamente las soluciunes para las cuales xy 2x0, enton- 
cos, existo tna sola posibilidad 
xy=2. (2) 


Sustituyendo en la segunda ecuación y por su valor hallado de esta igualdad, 
obtendremos: 





Entre todas las raíces de usta ecuación solamente dos son reales: 
—i. 





a=l yx 


Los valoros correspondientes de y, en virtud de (2), serán: 





Mm=? y Y= 


Ambos pares de números (x, y) satistacen también al sistema inicial. Así pues, 
el problema tiene dos soluciones: 





Lo n=2% x=-—1 y=-2 





35. Abriendo los paréntesis en las ecuaciones del sistema y haciendo x-+y=4 
e xy=0v, escribimos el sistema en ta forma 


1420, 
A 0 





uo—u 
Si, ahora, multiplicamos ambos miembros de la segunda ecuación por 2 y, a 
continuación, al resultado obtenido le sumarnos y le restamos los miembros” co 
rrespondientes de la primera ecuación, el sistema (1) se sustituirá por el siguiente 


106, 








sistema equivalente: 
(uo? —2 te 
(—t+2 (ao) 





a 
De la primera ecuación del sistema (2) recibimos: 

(+0) =35;  (U40)a 
De la segunda ecuación obtenemos: 

(u—0) 








—3 (ua) =1 





De este modo, la determinación de todas las sol! 
a la resolución de los cuatro sistemas siguientes: 


mes del sistema (2) se reduce 











' u+o=5,) 
po. paa, o 
uo 
pudo MA a o 


Solución del sistema (3): us =1, 0, =4; solución del sistema (4): u¿=3, 0,=2; 
solución del sistema (5): 4¿=—3, vy=0 y, por fin, solución del sistema (6): 
4=-=l, 4= . 
* Para hallar todas las soluciones del sistema inicial tendremos que resolver 
los siguientes cuatro sistemas de segundo urden, que se diferencian sólo por sus 
miembros derechos: 








4y=1, a 
ad ) m En 6 
jc , 
0) 
pen m (10) 





Resolviendo estas ccuaciones hallaremos todas las soluciones del sistema inicial, 
Estas serán solamente ocho: 
Fi 
2 


YB 1 
E E 
(2, 1), (1,2, (3, 0), (0, —3), (1, —2), (2, 1). 





25%: e FB 








36. Señalemos al principio, que por cl sentido del problema x 0cy%0, 
Multiplicando los miembros Izquierdos y derechos de las ecuaciones dadas, 
obtenemos: 





e—y=6. (1) 


Multiplicando cada una de las ecuaciones por xy y, a continuación, suiándolas, 
tendremos: 
PA A 7 10) 


En virtud de (1) y (2), ahora obtenemos: 
ay? —Txy + 6=0, 
de donde S 
()=2  ()=3> 9) 


Así pues, cualquier solución del sistema inicial satisiace a la ecuación (1) y a 
vna de las ecuaciones (3). Por esta razón, cada una de las dos ecuaciones (3) se 
podría resolver conjuntamente con la ecuación (1). Sin embargo, esto conduciría 
a una ecuación de octavo orden y complicaría la resolución definitiva del pro- 
blema. En relación con esto, señalemos lo siguiente. Si multsplicamos de nuevo 
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cada una de las ecuaciones del sistema inicial por xy y, a continuación, de la 
primera restamos la segunda, entonces, obtendremos la ecuación 


M4 y—=5x, 
a la cual satisface lambién cualquier solución del sistema inicial. 
Examinemos dos posibilidades: 
1) Supongamos que en concordancia con (3) 
y=2. (5) 


Entonces, en virtud de (4), x*+y*=10. Resolviendo esta ecuación conjunta- 
mente con (1), hallaremos: ee 


y, por consiguiente, 
1%, o— YB nia iy ñ 


En virtud de (5), los correspondientes valores de y serán: 
2 5 + pa 
VA m=—YVA nm=—iy? 


MZ 
2) En el segundo caso 





3 
y=z- (6) 
La ecuación (4) nus conduce, entonces, a la relación 
15 
04 
que junto con (1) da 
2 
+ 


De aqui, 


El ¡/7 
x= FM. > 


los valores correspondientes de y sot 


e 


Así pues, entre los ocho pares de números hallados se encuentra cualquier so- 
lución del sistema inicial. Es fácil comprobar que los ocho pares de números 
hallados satisíacen al sistema inicial. Por consiguiente, se han hallado todas 
las soluciones del sistema. 








37. Transformamos la segunda ecuación en la forma 
A ER 
Sustituyendo aqui x*-+y* por axy de la primera ecuación, hallaremos: 


(a?—2—6) yt =0. 
Son posibles dos casos: 


1) 42 ae Est: 
=0, y 





il de ver, que para esta condición el sistema tiene 





3) 02 -2—p==0, Cumpliendo esta condición, la segunda ecuación se obtiene 
como resultado de elevar al cuadrado ambos miembros de la primera. Por eso, 
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si x e y es un por de números cualquiera que satistacen a la primera ecuación, 
entonces, este par de múmeros satisíacerá a la segunda. Por consiguiente, el 
sistema tiene una infinidad de soluciones. 


38. Transformemos el miembro izquierdo de la ecuación cn la forma 
xa (5 





FDA ED 


Notando que las expresiones entre paréntesis se diferencian por el factor + 





obtenemos; 





=0, 





E 


1D TVX—=b) 


Mara 
xF0 ax—b) 
De aqui, con la condición de que a %b, obtenemos: 

Le? —(a+0) x—ab] |? +(a +6) x—ab|=0, 
y hallamos cuatro soluciones de la ecuación inicial: 


_ 040) VGF FA 
E 


— apo VEDA dao 
ay AE 


En el caso de que sea a=b, todos los valores de x satisfacen a la ecuación. 


09. Supongamos que sea F—L=1; entonces, la ecuación se reduce a la 


forma 
38—1014+8=0, 
De aquí 


4 
4=2 y h=3. 


Resolviendo a continuación dos ecuaciones cuadradas respecto a x, hallaremos 
cuatro raices de la ecuación inicial: 


x=34+V2, x=3-V2, 
40. Supongamos que sea 
x+y 


=a y 


6 =-2 











a. 0) 


Entonces, la ecuación del sistema dado se puede escribir en la forma 


útlmarl, 





Ahora, lenemos que resolver cuatro sistemas del tipo (1) en cuyos miembros 
derechos se encuentran todas las combinaciones posibles de los valores de y u, 
delermicados por las fórmulas (2) y (3), Escribamos el sistema (1) en la forma 
siguiente: 





1,1 

q 

Po (4) 
y 

De aqui oblenemos: 

Bob 

¿=3 (00, 
(5) 


1 
qUutn. 





De Jas fórmulas ($) se desprende que para que el sistema (0) sea resluble y, 
por lo tanto, también el sistema inicial, los números a y 6 deben obedecer a 
condiciones “suplementarias, además de la condición de que ab + 0 que se des- 
prende de la forma de la ecuación del sistema ¡nicial, Sea que 


1al 41b1. (6) 
Entonces, colocando en los mienibros derechos de las fórmulas (5) los valores 


u=a, 9=b, y, a continuación, u==7, U=-=,, hollaremos dos soluciones: 


2ab 
Mb 





Supongamos que, a continuación, 
lab] 4l. y) 


Colocando en los miembros derechos de las fórmulas (5) los valores u=a, 


e y, a continuación, u=l, u=5, hallaremos dos soluciones más: 


2a _ 2a 
ab? MP TEA" 





2 a 
la a E ba 


Asi pues, si se cumplen las dos condiciones (6) y (7), el sistema tienc cuatro 
soluciones: si se incumple una de las condiciones, el sistema tiene sólo dos so- 
luciones; si. por fín, se incumplen las dos condiciones (esto puede suceder 
solamente cn el caso de que |a|=[b|=1), el sistema no tiene soluciones. 





41. Ls fácil de ver que los números 
x=45 y x= 





satisfacen a la ecuación dada. Por eso, el polinumio 
(45) + (5,511 


es múltiplo del producto (x—4,5)(x—5,5). Para realizar la división y reducir 
el problema a la resolución de la ecuación cuadrada, es cómodo representar el 
polinomio indicado en la forma 


[4,5 11 + (05,590. 
Descomponiendo la expresión contenida entre los corchetes por la fórmula 
a—1=(a— 1) (a+ 1) (04 1)=(a—1) (0740? a4 1), 





Ho 


obtenemos la ecuación 
(5,5) ((1—4,5P + (14,57 + (14,5) +1) = (0 —5,5)!=0. 
Sacando el factor común de entre paréntesis, lendremos: 


(15,5) (44,594 (4,59 + 04,94 14004, 1P]= 
=(1 5,5) (14,5) [2 (14,5 —2 (14,5) 44 )=0. 





De aquí 
102¿V7 


a=55 =45 n= 


42. De la segunda ecuación del sistema hallamos que y—5=)x—1]>0 y. 
por consiguiente, y2>5. Por esta razón, la primera ecuación puede escribirse 
en la forma 

y—=5=1=[x—1 | 


Sumando esta ecuación a la segunda, obtendremos: 
; 2(y—5)=1. 
Ll 
De aqui y==p + 


Ahora, de la segunda ecuación hallamos (x—11=-y. por consiguiente, 


1 
ri 3: Por eso, n=. n=. El sistema tiene dos soluciones: 





43. Por agrupación de los términos reducimos cl miembro izquierdo 
a la forma 
(er y—i94 (14 2y+ 1) =0. 


Por consiguiente, 
xy 1=0  x+Yy+l=0 


De donde 





. y=—i. 


Señalemos un método más de resolución, Disponiendo los stimandos del 
miembro izquierdo según las potencias decrecientes de x, obtendremos na 
ecuación cuadrada respecto de x: 


5x7 + (By —2) x+(5y*+2y4-2)=0. 1 


Esta ecuación, para los valores reales de y tiene raíces reales solamente cuando 
su discriminante no es negativo, es decir, 


(By —2* 4-5 (54? +24 +2) >> 0. (2 
Después de abrir los paréntesis, esta desigualdad adquicre el aspecto 
—36 (+10. 


Esto último es posible solamente cuando y==—1, y. enionces, «de la ecuación 
(1) se desprende que x=]. 


44. Translormemos la ecuación en la forma 
Le +2 cos (19) +4 [1 cos? (x4)]=0. 
Ninguno de los dos sumandos es negativo, por ess 
x-42c0s (xy) =0, — cost(xy)=1. 
un 


De aquí, cos (xy)=+1. En el primer caso tenemos cl sistema 
cos (xy)=1, — x-+2c0s (xy)=0. 


De aquí, x=—2 e y=kx, donde (=0, £l, 2... 
En el segundo caso, 





cosfy)=—1 — x+2co5(19)=0 


De aqui. x=2 e y=3On+0. donde m=0, +), +2, ... Así pues, la 
ecuación tiene dos series infinitas de diferentes soluciones reales, con la parti- 
cularidad de que el valor de x en cada serie es el mismo, 
45. Eliminando z del sistema dado, tendremos: 
Dx —(2x—y?=4 
o bien 
Pa + 4=0, 


es decir, 
LY EUR 0. 


Para los números reales x e y esto os posible solamente cuando x=2 « y=2. 
De la primera ecuación del sistema hallamos ¿==2 El sistema tiene sólo 
naa solución real 
x=2 y=2 1=-2 


46. Primera solución. Notemos que, por las iagnitudes x e y dadas, cl 
valor de z se determina de la primera ecuación de uma sola manera: 


e w 
Colucando este valor de z en la segunda ecuación, obtenemos: 
Pr y=0. 

Esta ecuación es equivalente a la ecuación 

/ 1yp y 1 

(+7) +(1+7) =0+7. a 
Si añora ad] <0, entonces, la ecuación (2) no Mene soluciones reales, puesto 
que siendo x e y reales, en el miembro izquierdo se encuentra un número no 
negativo, Si a43>0 entonces, la ecuación (2 y junto con ésta todo el 


sistema, tiene, evidentemente, más de una solución. 
Por consiguiente. la única solución real es posible solamente cuando 








En uste caso, la ecuación (2) adquiere la forma 


(+4) s(onp) 


y tiene la única solución real: De aqui, hallando 2 de 
la ecuación (1) deducimos que el sistema dado tiene la única solución real 





—=+. y=— 





solamente cuando a== 3? saber. 





fell. 
+ 
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Segunda solución. Se ve fácilmente, que si el sistema dado tiene cierta 
solución x=Xp, Y=Yw 2=2p entonces, este sistema tiene tembién la siguiente 
solución: x=Y. Y=Xw 2=24 Por eso, para que el sistema lenga una sola 
solución es necesario qui y. Con esta condición, el sistema dado adquiere 
la forma 








22, 
+20. ) 

Eliminando a z. obtenemos la ecuación cuadrada respecto a x: 
2142: —a=0, 


Para que también esta ecuación tenga una sola solución real. en necesario y 
suficiente que el discriminante de la ecuación sea igual a coro 


D=2*-4.2(—a)=4(14-2a)=0. 





De aqui, a=—- y el valor correspondiente de x==—-7. En resumidas 





cuentas. obtenemos el resultado anterior. 


47. Supongamos que sean xo 0 yo ciertas soluciones del sistema, En virtud 
de la primera ecuación 


[Li+40) diari — +2 mM 
xyo 
y de acuerdo con la segunda ecuación 





(+) A 494 10) 
yo 


Abriendo en el miembro izquierdo de la ecuación (1) los corchutes y restándole 
la ecuación (2), obtenemos: 
a (+ y) atm 
De aqui 
en 


24,2 
dee tE 





Puesto que a y 5 son números reales, la confirmación queda demostrada 
48. Es lácil de ver que el sistema tiene siempre la solución 
xml, y=l, 2=l. m 
Es también evidente que en el caso de que 
a=b=e e) 
las tres ecuaciones toman la lorma x+y+2=3 y el sistema tiene un número 
infinito de soluciones. 
Demostremos que si no se cumple la condición (2) es decir, que sí no tudos 
los tres números a. by c son iguales, entonces la solución (1) es la única 


posible, 
Sumando primero las tres ecuaciones del sistema dado obtenemos: 


(a+ h+<c) (xy + 2)=3 (040+0). 
Simplificando por a-+b-+, hallamos: 
+y+2=3. (8) 


De aqui 2=3—x--y. Colocando esta expresión de z en las dos primeras 
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ecuaciones del sistema tendremos: 
(a) 1+ (0) y=0+b—% J 
(b—a x+ (ca) y=—2a+b+<. 
Multiplicando la primera de estas ecuaciones por ¿—a, la segunda por c— 0 
y sumándolas, hallaremos: 
(aa (0—0)(e—0)) x=(0 +2) loa) +(0—b) (a +b+0) (5) 
Por cuanto la ecuación (5) se satisface siendo x=1, el cocficiente de x debe 
coincidir idénticamente, según a, b y c, cun «l segundo miembro de la ecuación. 


Abriendo los paréntesis en ambas Expresiones, ¡os convencemos de que verda: 
deramente coinciden y son iguales a: 


(4) 


-+ [2a*- 4ac +20? —2bc + 298 + 2ac —2ab] =3 Ha—03+ (0—0)*+ (2031. 


Por lo tanto, si entre las números a, b y e hay desiguales, entonces, la ecuación 
(3) se satisface solamente en el caso de que sea x=1. Después de esto, de la 
ecuación (4) se desprende con facilidad que y=1, y de la relación (3), que 
2=1. Ási pues, con la condición de que 











1004 bc *4+10—by 0 
el sistema tiene una sola solución: 
xl, y=l 2el 
49. Sumando todas las ecuaciones, oblenemos que 
(4D A+ye)=1 +04 at. (1) 





Resolviendo esta ecuación junto con cada unu de las ecuaciones del sistema 
inicial, suponiendo que a + 1, hallaremos. 


AE le 

a+2? a+2 02" 
Siendo a=—2el sistema es incompatible (la ecuación (1) es imposible cualesquiera 
que sean los valores de x, y, 2) Si a=1 cl sistema cs indeterminado: tres 
números cualesquiera que satisfagan la condición x+y+z=1 forman una 
solución. 


50. Se ve fácilmente, que si dos de los tres númerus a,, a», a, son iguales 
a cero, entonces, el sistema tiene una multitud infinita de soluciones. En 
clecto, supongamos, por ejemplo, que a¿=0 y a,=0. Haciendo, en este caso 
x=0 y eligiendo a y y 2 tales que se solisfaga la ecuación x+2=l. se 
satislarán las tres ecuaciones del sistema. 

Por eso, al buscar la condición de unicidad, podemos suponer desde el 
principio que dos números cualesquiera difieren de cero. Supongamos, por 
ejemplo. que 

aH0 y 070 (1 


Restando de la segunda ecuación la primera y de la tercera la segunda, hallamos 
que ax =0.y=0,2. De aqui, en virtud de (1), se desprende que: 


pl es e 
y: a Xx ES (2) 


lia 


Colocando estas expresiones en la primera ecuación, obtenemos: 
(iras 
a o 


Esla ecuación es resoluble solamente con a condición de que la expresión 
entre paréntesis difiere de cero. 
Teniendo en cuenta (1). llegamos a la condición 


D- aya, +0,0,+4,0,+4,0,0, 0, w 





Cumpliendo esta condición, de (3) y (2) hallamos: 


ESA 
<a, 


Estos tres números forman la solución del sistema y, además, como se desprende 
del método de su obtención, única. 

Asi pues, la condición (4) es una condición imprescendible para que ol 
sistema tenga solución y, además, única, 

Es fácil de comprobar, que si al principio hubiéramos supuesto diferentes 
de cero a otro par de números aj da 0 0 as. entonces un razonamiento 
análogo nos conduciría de nuevo a la condición (4) y a la misma solución (5). 
Puesto que, a continuación, de la condición (4) se desprende que si aunque 
sea uno de los tres pares de múmeros no es igual a cero, entonces, la condición 
indicada no solamente es indispensable, sino también suliciente 
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, o] 


51. Multiplicamos la ecuación por a, —b, —c, —d, respectivamente, y 
realizamos la suma. Hallamos que 
(a+ bi+ c+ %) x=ap—bq —cr —ds 
ds 
E EEE 
Análogamente hallamos que 
botagrar+es. , cpbdojar—b5. , dp—atbr+as 
ISA BEIR DEPARA AIR 
$2, Sumando todas las ecuaciones del sistema hallaremos: 
2(0,+03+-.-+0) 
art 


El segundo miembro de esta ecuación lo designamos por A. Restando de la 
primern ecuación la segunda, obtenemos: 


Md EX) — X=) — go 








MA Mm 


En virtud de (1) tenemos: 
A—1a1—as) 
EA 





En general, para obtener xp (1 <k=<n—I) restamos de la k—ésima ecuación 
la (44 1) —ésima. Análogamente a lo interior hallaremos: 


A— 10 —Gg+0 
- ; 


x= 


Por fin, restando de la última ecuación la primera, obtendremos: 
A—(8,—ay 
A 


x 
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Los valores hallados pueden ser agrupadas en una sola fórmula; 


y Li in) o 


(aqui, por dy+y debe entenderse a). Mediante la sustitución directa nos con- 
vencemos de que cl conjunto de números (2) satisface realmente a todas las 
ecuaciones del sistema. Asi pues, el sistema dado tiene mna sola solución. 


53. Sumando lodas las igualdades y dividiendo el resultado obtenido por 
tres, tendremos: 
+++. Hi =0. (1 
El miembro izquierdo de esta nueva ecuación tiene cien sumandos y puede ser 
presentado en la siguiente forma: 
(red A hs + 0) > + + (07 E Xo0 + oa) + X100 =0, 
Pero, según las igualdades iniciales, cada suma encerrada entre paréntesis es 


igual a cero. Por esta razón Xiu =0. De manera análoga, pasando Xigo al pri- 
mer lugar y presentando la igualdad (1) en Ja forma 


(00 Ar EX) + xa) + > + > + (290 E 01 +00) + Xu =0, 


hallaremos que xp =0. Colocando a continuación xp, en el primer lugar y agru- 
pando de nuevo los sumandos de tres en tres, nos convenceremos de que Xy = 
elo. Asi pues, 








4=4=.-=%0=0 





lo que se exigía demostrar. 
$54. Sumado todas las ecuaciones tendremos que 
iy (+2) 120. (1 
Bagamos x+y-+2=1, entoncos, de la ecuación (1) hallaremos: 
4=-3, (=4 2) 








Colocando la suma y+4-2=/—x en la primera ecuación del sistema inicial, 
hallaremos que 


de donde, 
1) 





De la misma manera, la sustitución de x4-2=1—y en la segunda y de x4+y= 
=1(—2 en la tercera ecuación del sistema inicial nos de 


4) 


(5) 





Colocando los dos valores de £ en las iórmulas (3), (4) y (5). hallaremos las dos 
soluciones del sistema inicial 


(a (ta 
(a 1-3) (eS 3:2) 
65, Escribimos el sistema en la forma siguiente: 


x4y =142 
P4g=3i¿ 2, J 0) 


Po ie. 
116 


Elevando la 


jera ecuación al cuadrado y eliminando x*+y* con ayuda de 
la segunda ecu 


ción, hallamos que 
OH =37 42429, 








de donde 
1y=6+17%2. 


A continuación, obtenemos que 
Oy = 04 +3 (a+) 
Ae (14293 (04-72) (742) =2*— 182-4217. (2 


Comparando (2) con la última ecuación del sistema (1), hallamos que ¿=12. 
Pero, entonces 





xr y=19, 
xy =90. 


Resolviendo este sistema de dos ecuaciones, obtenemos: 





1=9 y=10, 27 =12 y x=10 y=9 2-12 
Por sustitución, es fácil de comprobar que estos dos conuntos de números 
satisfacen también al sistema inicial. Asi pues, el sistema inicial tiene dos so- 
Juciones 


88. Dividimos la primera ecuación entre la segunda y la tercera; cumo 
resultado obtenemos 





Multiplicando ambas ecuaciones por x-+y, hallamos: 


5x4 2y—32=0, 
xp 4y—32=0. ) 


De estas ecuaciones se desprende que y=2x, ¿=3x. Colocando de aquí el valor 
de y y z en la primera ecuación del sistema inicial, hallaremos que x*=1, Como 
resultado obtenemos: 


a=l p=24=3 x=-l, y=-2 2.3 


Realizando la verificación nos convencemos de que los dos conjuntos de núme- 
ros satisfacen también al sistema inicial. 


57. Fijándonos en que la diferencia de dos ecuaciones del sistema propuesto 
se descompone en factores, formamos la diferencia entre la primera y la segunda 
ecuaciones y entre la primera y la tercera. Las dos ecuaciones vbtenidas de esta 
manera, junto con la tercera ecuación del sistema inicial, compondrán el siguien- 
te sistema: 


(o—u) (o+W—1)=0, 
eto=2. 


(u—w) (u+w—1)=0, 
o 


Es evidente, que cualquiera solución del sistema inicial satisface al sistema (1). 
Puesto que, y al contrario, todas las ecuaciones del sistema inicial pueden ser 
ubtenidas sumando y restando las ecuaciones del sistema (li, entonces, toda 
solución del sistema (I) es al mismo tiempo la solución del sistema inicial y, 
por consiguiente, estos sistemas son equivalentes. 





u7 


El sistema (1) se descompone en los cuairo sistemas siguientes: 





15) 


En virtud de lo dicho, es evidente que todas las soluciones de estos cuatro 
sistemas, y solamente ellas, son al mismo tiempo las soluciones del sistema 
inicial. Cada uno de estos cualro sistemas dados puede reducirse sin dificultad 
a una ecuación cuadrada y tiene dos soluciones. Expongamos las soluciones 


correspondientes fu, u, u) omitiendo los cálculos. Soluciones del sistema (2): 


—1+Y17 —14 Y 17 14 YT 
( y a 1 a y $ 
(S=ér, SISTE, EL, 





Soluciones del sistema (3): 
1 3 1 
0.00, (+. > -3)- 
Soluciones del sistema (4): 
3 1 l 
(0.1, D, (3 — -3)- 
Soluciones del sistema (5): 
t É 3 
0.10, (+5 7) 
Así pues, el sistema inicial tiene en total ocho soluciones. 
58. Restando de la segunda cevación la primera, oblenemos: 
Pyle y=3, 
E—PA+y+ =>. 
Restando de la tercera ecuación la segunda, análogamente hallamos 
Y—)A+y4 a) 3 
De las dos limas ecuaciones se deduce que 
Iymy—x. 


de donde 


A continuación, escribimos el sistema inicial en la forma siguiente: 


—3, 
—3x2, 
(22 =7—3y2 





(0) 


e) 


De (1) se desprende que los miembros derechos de la primera y lercera ecuaciones 


del sistema (2) son iguales, es decir, que 


1-31y=7—3yz, 
de donde 


2 
=. 
Y 


18 


(8) 


Puesto que de acuerdo con (1) 
24+x=2Y, 4 


entonces, resolviendo conjuntamente (3) y (4) hallamos: 
1 1 
y. as 
y + 
Colocando la expresión obtenida para x en la primera ecuación del sistema 
inicial tendremos que 
34 + 1=0, 
de donde 





a=il  Yi=t 


Yi 
Como resultado, hallamos cuatro conjuntos de números 
(0,1, (0 —1, —2 





Mediante la verificación nos convencemos de que todos estos conjuntos satisfacen 
al sistema inicial. 


59. Multiplicando los primeros y segundos miembros de las ecuaciones entre 
si, obtenemos: 





(XpXe 
de donde di 
(1 


XX 0. Em 





escribimos la k-ésima ecuación del sistema en la forma 
apl=rts -0 Am 


De aquí, en virtud de (1), tenemos: 


Y ua, 


y EE 


Por medio de la comprobación nos convencemos de que este conjunto de núme- 
1os satisface al sistema inicial. Asi pues, el problema tiene wma sola solución, 











«.. E) 


1 el sistema toma la lorima 





80. Notemos al principio que siendo a 
batuta 





Este sistema es resoluble únicamente con una condición complementaria 
P=B=00. Mm 


Con esta condición, es evidente que se obtendrá una cantidad infinita de solw- 
ciones. A continuación, podemos suponer que 


al. 0) 
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Sumando todas las ecuaciones del sistema y haciendo, para simplificar, 
xy Hz 
B(a+2)=P Bm 


Puesto que según la condición del problema el miembro derecho es positivo, 
para a=—2 el sistema no tiene solución. Considerando que 


ar—» 5) 


ma Y EEE. 


Transformando a continuación las ecuaciones del sistema en la forma: 





obtenemos: 


hallamos: 


(4) 





B+t(a—1)x=2, 

B+ie—I)y=1B, 

Lrla—l)2=m8, 
de acuerdo con (4), hallamos de aquí dos conjuntos de valores de x e y: 
ONE Sl Cl al 
EV A a 





e Tap? Ba) Rm 
91) aimara * 


PE y ES ER A 
V rr rd a—=D 


Realizando la comprobación establecemos que las dos termas de números satís- 
facen al sistema inicial. Así pues. en el caso general (a %1, a 4—2) el sistema 
tiene dos soluciones diferentes. 





61. Elevando la primera ecuación al cuadrado y restando de la relación 
obtenida la segunda ecuación, hallaremos: 


xw+n+z=11 0) 
En virtud de la tercora ecuación, de aquí se desprende que 

xy? +3xy— 10=0 
Resolviendu esta ecuación, obtenemos: 


(xy =2, (Ye 
Examinemos dos posthilidades. 





1) Supongamos que sea 





xy 


Eliminando x-+ y de la primera y tercera ecuaciones del sistema inicial, obtene- 
mos la siguiente ecuación respecto de 2. 
26: +9=0. 
De aquí se deduce que ¿11=3, 
Entonces. la primera ecuación da 


x+y=3. 


Resolviendo esta ecuación junto con la ecuación (3), obtenemos: 
x= g=2 
Pez, yP=t 
2) Supongamos ahora que de acuerdo con (2) 
xy=-5. 
En este caso, de la primera y tercera ecuaciones obtenemos: 
2—62+16=0, 


4) 


Las raices de esla ecuación son irreales y, por consiguiente, las investigaciones 


relacionadas con la condición (4) pueden no llevarse a cabo. 
A 





números (%, Y, 2): 
(1.2.3) y (1,3. 


sí pues, soluciones reales pueden ser solamente las siguientes ternas de 


Madiante la verificación nos convencemos de que ambas lernas de números satis- 
facen al sistema inicial. Asi pues. han sido halladas todas las soluciones reales 


del sistema. 


62. Se ve fácilmente que los primeros miembros de las ecuaciones, pueden 
ser descompuestos en factores, como resultado de lo cual el sistema toma la forma 


(hy) (+2) 
(+7) (y+2)=0. 






(+) 4 2)=a, J 


Hagamos para simplificar 
py, XAO, y+i=0 


so=a, 
m=b, ) 


u=c. 


Entonces 


Multiplicando todas las ecuaciones entre si, hallaremos: 
(uno)? == ade, 


aw=>+ Y abc. 


de donde 





Ahora, la determi: 
ninguna dificultad. El 








Y 


e) 


(3) 


ión de todas las soluciones del sistema (2) no representa 
iendo en la fórmula (3), al principio, el signo más y, a 


ig 
continuación, el menos, establecemos gue el sistema (2) tiene dos soluciones: 





, e, 


4= 





— Y abe — Y abc — Y ube 
VE YE ol 


ñ 





u= 


(5) 


Queda resolver dos sistemas de ecuaciones, obtenidos al colocar los valores (4) y 


(3) en los miembros derechos de jas ecuaciones 


+2 
y42=0 





x+y=u J 


(6) 


12 


Sumando las ecuaciones (8), obtenemos 
rhghao Ligia, 
De aquí, en virtud de (6), se desprende fácilmente que 


A do A dd 
A AA m 
Así pues, el sistema inicial tiene solamente dos soluciones que se determinan 
por las fórmulas (7) colocando en éstas los valores (4) y (5). 


63. Sumando todas las ecuaciones hallaremos: 
pr 
wyha+yaEERES. 1) 
En virtud de las ecuaciones del sistema, ahoru obtenemos fácilmente que 


y E a, | 
Pre a, 
alijo 
AS 


x= (2 





Aquí hemos introducido, para mayor comodidad, designaciones simplificadas 
para los quebrados obtenidos. Notemos que si el sístema inicial tiene solución, 
entonces, en nuestras condiciones los tres números au, $ y y se diferencian de 
cero. En efecto, supongamos, por ejemplo, que a=0. Entonces By=:y22=0. 
Sumando la primera ecuación del sistema (2) con la segunda y la tercera, obte- 
nemos: 

af, i=y, 


de donde a*b*=0, lo que contradice a ta condición del problema. Así pues, 
afy % 0, Por esta razón, el sistema (2) coincide exactamente con el sistema (2) 
del problema anterior. Por consiguiente, este sistema tiene dos soluciones: 








¿o l2E, ¡BH , Ult, o 
Y b a 


Es fácil de comprobar que estos dos conjuntos de números satisfacen también 
al sistema inicial. De este modo, las soluciones (3) y (4) contienen todas las 
soluciones del sistema. 





Hagamos 
xx + ya=0%. 0 


Entonces, el sistema se puede escribir en la torma 


y42o=2, 
P4e=20, ) 2) 
1420. 
Sumando todas las ecuaciones de este sistema, hallaremos que 

ca o 0 8) 
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Restando consecutivamente de esta ecuación las ecuaciones del sistema (2), 
obtenemos: 


P=byc2)8B, P=irfa—P, P=la4+b0D 8 
De donde 
x= Y bat, y=y/ Fab, 1= /a pic, (8) 
Colocando estas expresiones en la ecuación (1), hallaremos que, o £¿=0, o bien 
(YEN Y PROA Y RA 


Colocando estos valores de ¿ en las fórmulas (4), hallaremos dos soluciunes del 
sistema inicial. 


65. Hagamos 
rey=4, x42=0 y+i=0. 


Entonces, el sistema se escribe de la manera siguiente: 
4+0=au0, 
pt, ¡ (m 
Um =D. 
Es evidente, que el sistema (1) tiene la siguiente solución: 
u=0, u=0, w=0, (2 
Prestemos además atención a que sí u=0, entonces, de la primera ecuación de 


(1) se desprende que v=0 y de la tercera que wW=0. Por esta razón, nos limi- 
taremos a examinar los casos en que 


uv 0, 


Del sistema (1) hallamos: 





s|= aj el- 


Este sistema tiene la misma forma que el sistema (6) en la resolución del 
problema 62. Empleando el mismo procedimiento, obtenemos: 


De aquí se desprende que el sistema (1) puede tener une solución distinta de la 
solución (2) solamente con una condición complementaria, a saber: 


afb=e=a 0, a—byc=pP 40, ) 


—apb+ye=y 0. ul 
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Si se cumple la condición (4), entonces, de las fórmulas (3) deducimos que 
2 


2 
Pp > 6 


Para concluir la resolución del problema nus queda resolves dos sistemas; 





x+y=0, 
25220, 16) 





El sistema (7) surge solamente al cumplir la condición (4). Cada uno de estos 
sistemas tiene una sola solución; la solución del sistema (6) es: 


1=0, y=0 2=0, 
y el sistema (7) tiene la solución 


(8) 





Así pues, el sistema inicial tiene solamente una solución nula: x=y=2=0, y 
si se cumple la condición complementaria (4) tiene otra solución más que se 
determina por las fórmulas (8) y (4) 


66. Por lo furma de la segunda ecuación deducimos que x%0, y%0 y 


2 0, Reduciendo cl primer miembro de la segunda ecuación 4 un común 
denominador, en virtud de la tercera ecuación, obtenemos: 


xa=21. 0) 


Multiplicando a continuación la tercera ccnación por 2, tomando en consi. 
deración (1), tendremos: 





A+x+y 22% 
Colocando aqui x+y=9—z de la primera ecuación del sistema, obtendremos: 
2922427727 .-0, 


(2-3 =0. 


o 


Por eso, 2=3. Colocando este valor de 2 en la primera ecuación y en (1), 
hallaremos que x=3 e y=3. Esto último podía haber sido previsto, ya que 
todas las incógnitas entran en las ecuaciones del sistema simétricamente. Así 
pues, si el sistema tiene solución, ésta puede ser fimicamente la terna de núme- 
tos 1=3, y=3 y 2=3, Efectuando la verificación nos convencemos de que 
aslos números forman cfectivamente la solución. Asi pues, el sistema tiene la 
solución (y, además, única): 


x=) y9=) 2-3 
67. Colocando x+-y de la primera ecuación en la segunda, obtendremos; 
wirla—a=d. 





Introduciendo de aqui xy en la tercera ecuación, tendremos: 
Para —a=0. 
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El primer miembro se descompone fácilmente en factores: 


(2—a) (x—ai) (2401) =0. 
De donde 





Z=0  2= 24=—dl. 


Colocando ¿=a en la primera y segunda ecuaciones, obtenemos el sistema; 
x+y=0, ) 
y=a, 


De aqui, x=¿ a, y="F ía, además, es fácil de comprobar que las dos ternas 
de números (%, Y 2): 








tía, —ia, a) y (—ia, ia, al 


satislacen al sistema inicial. De manera análoga hallamos dos pares más de 
soluciones que corresponden a los valores de 2a y 23 


fa, —ia, ía), (—ia, a, ía), (ía, a, —ta), (a, ía, —ia). 


De este modo, al sistema lo satisfacen las seis soluciones indicadas, que son las 
únicas que puede tener el sistema. 

Este mismo resultado puede ser obtenido por una vía más corta si se presta 
atención en la relación de las soluciones del sistema en cuestión con las raíces 
de la ecuación cúbica 





Bala H—a=0, (1 


En efecto, de acuerdo con las fórmulas de Viete (véase (2, pág. 12) las tres 
raíces de la ecuación (1) 
ti=0, ti=ia, 1=-Ía, 


enumeradas en cualquier orden, forman la solución del sistema en cuestión, 
De este. modo, tenemos ya seis (3!) soluciones. Demostremos que estas seis solu- 
ciones son las únicas que puede tener el sistema. En efecto, supongamos que sean 
(o, Ya, 21) cierta solución del sistema. Examinemos la ccuación de tercer grado 


(29) ((— y) (—21) 0, (2) 


cuyas raices son los números Xy, Yq» 2,- Abriendo los paréntesis en la ecuación (2) 
y haciendo uso de las ¡gualdades 


+4 =a, 
xn +ya xa et, 
aya =a, 


mos daremos cuenta de que las ecuaciones (2) y (1) coinciden, Por consiguiente, 
Y Y, y 2, son las raices de la ecuación (1), lo que se exigía demostrar. Esta 
ubservación podía haber sido empleada al resolver el problema anterior. 


68, Colocando x de la primera ecuación en la segunda, obtenemos: 
3 +2 =0. m 
En virtud de la tercera ecuación, de aqui se desprende que 
3 —1y=0. a 
Por eso, o y=0, o bien x=3y 
En el primer caso (4=0), de acuerdo con (1), 2=0, y, en virtud de la 
primera ecuación del sistema, x=0. 


En el segundo caso, colocando x de la igualdad x=3y en la segunda ecua- 
ción del sistema, obtenemos: 
24* + 4y2=0. 0) 
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Si ahora y=0, obtenemos el primer caso ya examinado. Pero, si y=— 22, en- 
tonces, de la condición (1) se deduce que 2=0 y, por consiguiente, y=0 y x=0, 
La confirmación queda demostrada. 





69, De la identidad 


(yt 4 2242 (094124 42), (M 
en virtud de la primera y segunda ecuaciones del sistema, obtenemos 
xy41z+y2=0. a 


Examinemos a continuación la identidad que se obtiene al elevar el trinomio 
al cubo: 


Ar ty Daz + xy? 4 Oya 4 3x2? 432432. (8) 
El segundo miembro de esta identidad se puede presentar en la forma siguiente: 
4 Ox (ay x2 4 92) 4-3y (xy + y2+ 12) 4-38 (x+ y). 


Por consiguiente, en virtud de las ecuaciones del sistema y de la igualdad (2), 
de la identidad (3) se desprende que 


32 (x4y)=0. (4 


En relación con esto, examinemos dos ca: 

1) Si 2=0, entonces, de acuerdo con (2), xy=0. Teniendo en cuenta, 
a continuación, la primera ecuación del sistema, obtenemos dos conjuntos de 
valores: 





x4=0, y=0, 7 =0, 65) 


, 23=0. (5) 
En este caso, os fácil de ver que fas fórmulas (5) y (6) determinan dos soluciones 
del sistema inicial. 

2) Si x+y=0, entonces, de la condición (2) obtenemos de nuevo xy=0, 
y por consiguiente, x=0, y=0. De la primera ccuación del sistema so deduce 
que 2=a y obtenemos una solución más del sistema inicial: 


1=0 y=0 2=0 m 





X=0, Yo 





Asi pues, con la condición de que a % 0.l sistema tien > tres soluciones distintas 
y en el caso en que sea a=0 el sistema tendrá una sola solución nula 


70. Examinemos la identidad 
(hy y + dad day? + xya + 32? 3y tz 4 92. (1) 
Transformamos el segundo miembro de esta identidad a la forma 
PE 4 3 (1 + 124 92) + 3y (xy 4x2 + 92) +32 (xy + x2+ y2) —3xy2. 
De aqui se desprende que la identidad (1) se puede escribir así: 
eya oy 243 (04 y +2) (y + 12 + y2) 3x2. (2) 
De la relación (2) se ve que para determinar la sima x94-y? 4-28 es sufi- 


ciente expresar del sistema inicial xy+ x2+yz y xy2 
Elevando la primera ecuación al cuadrado y restándole la segunda, obtenemos 


++ (ab 15) 


A continuación, «scribamos la tercera ecuación del sistema en la forma 
aye =0 (xy + x24 yz). Y 


Teniendo en cuenta (3) y (4), de la identidad (2) liallamos definitivamente: 
3 $ 3 
Pp <a y a) 09 <a - ca) 


71. Abriendo los paréntesis, escribamos la segunda ecuación en la forma 


Preta ++), 
o bien 





E 
De aquí, haciendo uso de la primera ecuación del sistema, obtenemos 
y4rqya==3. (1) 
Presentemos la tercera ecuación del sistema en la lorma 
c++ y (ye ++ 2 (22442) =— 8. 
Entonces, tomando en consideración a (1), tendremos 
x(B+y2)+y (Br 2) +2 (34 xy) =0, 


o bien 
u+24 x=, 

es decir, 

xyz=0. 
Recibimos el siguiente sistema: 

+y+z=2, 
wir ty=-3, e 
xy2=0. 


De la última ecuación de este sistema se desprende que, por lo menos, una 
de las incógnitas es igual e cero. Sea que x=0; entonces, 
ya? 
de donde, o y=3, 2=—1, 0 y=—1, 2=3. De forma análoga se estudian los 
casos en que y=0 y 2=0. De esta manera recibimos seis soluciones (x, y, 2) 
del sistema (2): 





(0,3, —), (1,03), (0 —1,3), 
(8, 1,0, 6,0 =D. (1,3, 0. 


Es tácil de comprobar que todos estos conjuntos de múmeros satistacen también 
al sistema inicial. Asi pues, el problema tiene scis soluciones 


72. Abriendo los paréntesis en las tres ecuaciones notaremos que si a la suma 
de las dos primeras ecuaciones le restamos la tercera. tendremos la ecuación 


(—y4+ 23 =a—b40. (1) 

Procediendo análogamente, hallaremos: 
a+y—2? =0a+b—o, (2 
tr Abe a. 153] 


No es difícil convencerse de que Lambién, al contrario, el sistema inicial es re- 
sultado del sistema de ecuaciones (1) (2) y (3). En efecto, suriando, por ejemplo, 
las ecuaciones (2) y (3), obtendremos la segunda ecuación del sistema inicial, cte. 
Asi pues el sistema inicial y el obtenido son equivalentes. Por esta razón, es 
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suficiente hallar todas las soluciones del sistema de ecuaciones (1), (2) y (3). 
Supongamos, para simplificar el problema, que 


ViFia=0,. Vaáobre=t y Varb=e=c 


Entonces, el sistema de «cunciones (1), (2). (3) es equivalente a los ocho sistemas 
de primer grado siguientes: 


Ayhi= hr, 
x4hy—2=4 0 1) 
AF y42= E. 


Eligiendo en todos los segundos miembros el signo más, hallaremos fácil. 
mente la siguiente solución única del sistema correspondiente: 


nta +0 + 
a LdA, gota, ¿A 





Realizando todas las posibles combinaciones con los signos en ios'segundos 
miembros, hallaremos siete soluciones más 

ata —h+a (ba a 

A 








=bjta, eto ha) (ba 000 ho 
pao a > 2 > 2. - 2 F, 


ea = 2) 
8 s 


Es evidente, que con las ocho soluciones indicadas se agotan todas las soluciones 
del sistema. 





73. Escribamos la tercera ecuación del sistema en la forma 
Pesy— ile +y)=2. m0) 
Colocando aquí el valor de 22 de la segunda ecuación y el de z(x+y) de la 
primera, obtendremos: 


Ay — 174 xy=2, 0 (x+y*=49. 


x4+y=3+7. (9) 

Sumemos, a continuación, la segunda ecuación con la primera, ambos miembros 
de la cual los multiplicamos previamente por 2. Como resultado obtendremos; 
(42 (+ y) =94 422 6) 


Examinemos ahora dos casos, 

1) Supongamos al principio que en la fórmula (2) se ha elegido el signo más, 
Colocando entonces en (3) x-+y de la ccuación x+y=7, obtenemos que 
21424 45=0. Designando las raíces de esta ecuación con 21” y 24", hallare. 


mos que 2 =9 y 22P=5. Siendo , de la ecuación (1) se desprende que 
xy=—16. Resolviendo csta ecuación junto con x+y=7, hallaremos: 


o_HYB. 0 2/8 
A LA ——É 


De aquí 





in 12 V18 «w_74 Y 113 
A E 


Si 2=5, entonces, de la ecuación (1) se desprende que xy=12. Resolviendo 
el sistema 
xy=12.4 


x+y=7, ) 


obtenemos que xP =4, y" =3 y x1"=3, y" =4. 
2) En el caso de que sea x-+y=-—7, procediendo análogamente, obtendremos 


la ecuación 21-+ 142-+45=0. Sus raíces son 23" =—9, 2? =—5. Resolviendo, a 
continuación, sucesivamente los dos sistemas de ecuaciones 






xi 16, 
Pa 5 m 
A 12 
xy=12, 
x4y=-1, ) e 
del sistema (4) hallaremos que 
ATA 


3 


2 74 V 18 
e mm 





y del sistema (5) 


PR, 23 
y 
23, y =d 


De nuestros razonamientos se deduce que sólo pueden ser solciones del 
sistema inicial los siguientes ocho ternos de números (x, y, 2): 


(LEVI, 22078 4), (2, 100. 9, 


-9). 


UB, o), (4.8, , (8, 4. 








(4, 3, 5), (3, 4, 5), ( 
(= 12 
2 








Mediante la verificación nos convencemos de que todos estos ternos de números 
son soluciones del sistema. 


74. Supongamos que sea (x, y, z) la solución real del sistema. Examinemos 
la primera ecuación del sistema. En virtud de la desigualdad (1) pág. 22 tene- 
mos: 


22 
Te =! 
Entonces, de la primera ceuación se desprende que 
az. mM 
Análogamente, de la segunda y tercera ecuaciones del sistema obtenemos que 
y<x (o) 
Y 0) 
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El sistema de desigualdades (143) se satisface solamente en el caso en qe 
x=4-2 0) 
Colocaindo ¿4 en la primera ecuación, hallamos que 
4-0 x= 
De (4) Iiallames denimitisamente que el sistema tiene dos soluciones fealos 10, 
0,030,010 


75. ipamgammos que Scan Xi Xos <<» Au las soluciones reales del sistema 
Los: números xp 4% . a), por lo visto, deberán ser de un mismo signo 
Supongamos pata mayor certeza, que todos xp > O (en caso conbrariu podríanins 
cambiar el signe en todas las ecuaciones del sistema), 

Demmustromos que 

















Le , f=1,2,...m) u 


Eb electo, en virtud de la desigualdad (1) pag. 22 
A + 
+22 Vr q? Y2. 


En virtud de las ecuaciones del sistema, de aqui se desprende la desigualdad 11) 
Sumando ahora todas las ecuaciones del sistema, obtenemos: 


de, 2 
IN 7) 


Con la condicuun (1), la igualdad aquí es posible solamente en el caso cuando 
todas las Incogrutas son iguales a / 2. Puesto que es fácil de comprobar que 
el conjunto de numeros Xy .=xXp=V 2 satisface al sistema inicial, 
entonces, el sistema tiene solución positiva y, además, solamente una, Cambiando 
los signos en los valores de las incógnitas, oblendremos una solución real más 


== ="-=-Y2 
Ast pues, con estas dos soluciones se agotan todas las soluciones reales 


76. Sean x, y, 2 las soluciones del sistema. Expresando x por su valor de 
la primera ecuación y colocándolo en la segunda y tercera, hallaremos, 


(a—b) 4 (c—0)y+(d—b) 2==0, 
(03) — 0) y 4 di 0%) 2=0. 

De aquí, por medio de cómputos simples, hallamos: 
ta—b (ad) 
ed" 
Colocando lus valores hallados de y y z en la primera igualdad, obtenemos: 


Y 








Por consiguicalo, 


A 
>0 


0 dE 





77. Si as 0, entoness x.=a no es una raiz de la ecuación Dividiendo anos 
A 
miembros de La ccnación por y/ (a —a)*, la sustutuimos por la siguiente covacion 
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equivalente; 





53 


Haciendo (= En 
Óñ 





x 





+ liallarcinos que 2, =4, f¿=1 De aqui 


Si a=0, entonces, la ecuación inicial tiene una sola raíz x= 0 
78. Por sustitución nos convencemos de que x=1 no €s tina fuz Par esa, 


después de dividir ambos miembros de la ecuación por / (I— 08% asta pase a 
una ecuación equivalento: 

















i=x 
Designando yv por £, obtendremos la ecuación 2—1=1,n—=1—1=0 
De aquí q y E. Puesto que el segundo valer es ugntiva, 


untonces, en virtud del aciurdo aceptado sobre las raices, cuando el exponente m 
es par debemos omitir £,. De este modo, en el caso cuando mi es pat, tenemos 














78] Lex (Hay 
ir 2 ) 
y, por consiguiente, 
3 ( ; ya 
Z 
Ti 
12) +1 
Cuando m es impar la ecuación tiene dos raices: 
79. Hagamos la sustitución P2y=5=1=>0. Como resultado obtendremos 


VER UAT VPO = 14 
De aquí (+ 1414-3=14 y £=5. Resolviendo la ecuación 
VI =5=5, 
hallamos que y=15. 


80. Multiplicando ambos miembros de la ecuación por VIP %, obten 
diemos 


-Va==L 


MES AY 


Puesto que x > 0 (siendo x=0 el segundo miembro de la ecuación inicial pierde 
el sentido), entonces, la ecuación (1) es equivalente a la ecuación 
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Elevando ambos memes al cuadrado nos convencemos de que esta ecuación 
tiene una sola raiz x= 





> que satisface también a la ecuación inicial. 


81. Multiplicando ambos miembros de la ecuación por Y x-+1, hacemos 
x4+8x=1. Entonces, obtendremos la ecuación 


Vi+VEF1=7 


Esta ecuación tiene ¡ma sola raíz 1=9. Resolviendo a continuación la ecuación 
£+R—9=0, hallaremos que x,=—9, x¿=1. En virtud de la condición adop- 
tada respecta a los valores de las raices, la ccuación inicial queda satisfecha 
solumente siendo x=1 





82. Elevando ambos miembros de la ecuación al cubo, obtendremos. 


A IS 





3/1 
De aqu 


m3 e UY + Vx+1)=2. 1) 
y un razón de la ecuación inicial 
a+ Y PLY 22. “Y 


Despues de sumples transformaciones obtenemos. 


AV 21 la Y 22 Y 2 11) =0. 


De aqui hallamos todos los números que pueden servis de raices de la ecuación 
imicial. Tenemos directamente: 
x=0, x=, 1 =-—). 
Resolviendo a cuntimuación la ecuación 
== 
3 2=2/ (9-I1A, 
hallaremos. 


3/3 


T=4 (41, eE, Pl 


Puesto que se huscan solamente las raíces reales entonces, por consiguiente, 





De aquí x= Va, 


Es facil comprobar, por medio de la sustitución, que Xy, xy Y XA SON raíces 
de la ecuación inicial. La verificación directa de los valores de x, y xs Causa 
exertas dificultades. Por eso, procedemos de la siguiente inanera. 





Vagamos 
eV a+ 
y 
c= Y 2x 
y demostremos que 
a+b=c. 6) 
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Puesto que xy satisface a la ecuación (2), tendremos que 
a+ are, 1) 


y deberemos demostrar que de (4) se desprende (3). Notemos que si en la vcua- 
ción (4), en vez de c ponemos 2+é, obtendremos una ¡dentulad. Pur consigl 

te, por el teorema de Bezu, el polinomio *—3ubc—a*— 1% examinado res- 
pecto a e es múltiplo del binomio e—fa+5). Electuando la «Irvisión tendremos 
que 





Pda —P=lc— a+ A+<cio 0) at. ah 4 0%) 5 





En virtud de (4), el segundo miembro de (5) es igual a cero, sin embargo, es 
fácil de ver que a>0,5>0,c>0, y por lo fanto, la expresion entre flaves 
es positiva. Ási pues, la igualdad 13) queda demostrada En análoga forma se 
establece que xy es también una raiz de la ecuación mictal 





83. Pasando Y x al primer miembro y elevando ambos miembros de la ecua- 
ción al cuadrado, obtenemos que 


VA y 2407 l6=x—2a. 
Elevando, a continuación, ambos miembros de esta ecuación al cuadrado halla- 
2 





remos que k=", es la única raíz posible de la ecuación Colocándola en la 


ecuación oblenemos que 
VE —iapm4=2 =P 16 Y 
o, en virtud de que los radicales son positivos, 
Ja—8|=2|a—4|-|al 0) 








Siendo a=>8 la igualdad (1) se cumple, Por consiguiente, con esta condición, 
la raiz de la ccuación inicial es x=*%- Siendo 4<a<8, la condición (1) no 
se cumple, puesto que 
8B-a sz 2(a—4)-—a 
Siendo 0 <a < 4, la condición (1) adquiere la forma 
B—a=2(4—a)—a 





M4 se cumple solamente siendo 0. Por fia, siendo a <0 la condición (1) se 
transiorma en el identidad 8— (4—a)+a. Por consiguiente, para 08 
y a<0 la ecuación tiene la úmica raiz 





Para 0<a<8 la ecuación no tiene raíces. 


84, Elevemos ambos miembros de la primera ecuación al cuadrado y colo- 
quemos en la ecuación oblenida x14 y? de la segunda ecuación Como resultado 
tendremos: 





Elevando de nuevo ambos miembros de la ecuación al cuadrada, obtendremos 
una ecuación cuadrada respecto a 1=xy' 


6504 —85142=0. 
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2 2 
Reselviendo esta ecuación hallaremos que £=55+ fa=53 + Ahora, exannnemos 


dos sistemas de ecuaciones: 
Pz 
m7) E 2 
Yo" 





Por lu vista, fodas fas soluciones del sistema inicial entran en las soluciones 
ale estus sistemas 
Resolviendo cl sistema (1) hallamos: 





Transiormando la primera ecuación del sistema (2) a la forma (x +r=E 
este ultimo se reduce a los dos sistemas siguientes: 





Yo 55 
El sistema (2) tiene dos soluciones” 





x= 





2 1 
ve "7% 
El sistema (2%) también tiene dos soluciones 

1 de E 
CI 


Como es facil de comprobar, solamente los conjuntos de numeros primero, 
segundo, terccro y sexto satisiacen al sistema inicial Por lo tanto, el sistema 
Inicial ticne sóla cuatro soluciones 








85 Hagamos 
VY=a YYT=0 


Eutunces, el sistema dado se escribe en la torma siguiente: 


7 
¿0 dto 0, ) 





Transtormemos lo primera ect 


(a 


7 


De aquí 
uv= 18 


Resolviendo esta última ecuación junto con la segunda ecuación del sistema 


134 


hallaremos que se, 6, 2 =3; u, =—3, 28 Volvicndlo al <isteraa inicial 
obtendremos sus dos Soluciones 


x =216, y- añ 





86. Por medio de la sustitución nm =120 traistecmenis la priacra 


couación a la forma 
2- Y—2=0, 


De aqui se desprende que ¿2 (omutimos la segunda ran ; 1 Resolviendo 


el sistema 


hallaremos sus dos soluciones: 
a=t Y=l x=-9 Ye 1 
que son también las soluciones del sistema inicial. Asi pues, el sistema imicral 
tiene das soluciones. 
87. Hagamos 


yET 
—=1>30 


vÉ 


Entonces, la primera ecuación adquiere la forma 





A342=0, 
de donde f=L, 
Examínemos 2Aea dos astemes. de ecuaciones 
y =. E a, 
x*—y 1) 1 y 12) 
y ty=?. Xy 


El sistema (1) ticne dos soluciunes 
5 —3), 8, D 
El sistema (2) tiene también dos soluciones: 


A. E yu, =P Ti 5) 


Por consiguiente, el sistema inicial tiene cuatro soluciones 





88. Tomando en consideración que 





y multiplicando la primera ecuación por x—y, obtendremos 


—12=0 siendo x—y >U 
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y 








*—g4+ VU P—12=0 siendo r—y < 0 
De aqui 
(E VEZ =4, VI =3. 


En relación con esto examineinos dos sistemas de ecuaciones; 


Lg = 16, P—-y=9, 
1 
O raión Ni 
El sistema (1) tiene dos soluciones reales: 
a=5 y=3 x=-—5 y=-3 








El sistema (2) tiene tambien dos soluciones reales. 





pena 
sy y EVA, 
1. Y NR 


Sin embargo, no es dificil comprobar que sólo dos de los pares de números 
hallados satisfacen al sistema inicial, a saber: 





6 3 (-1 YA, -] 4) 


Asi pues, el sistemia inicral tiene dos soluciones reales 
89. Hagamos 
VE=IYF =p 
Entonces, la primera ecuación se puede escribir en la forma 
£—814+16=0. 


2—12y=15 Mm 


Nutando en adelante que y +0, multipliquemos la segunda ecuación por a, 


De aquí f, ¿=4 y obtenemos 


como resultado adquirirá la turma 


De aquí 





x E +4 
AE 


Despues de clevarla al cuadrado obtenemos la ecuación 


(0) 


de la que hallaus que 





El segundo valor, por lo visto, no satistace a la ecuación (2), por lo tanto, 
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podemos limitarnos al examen del sistema 


A—12y=15, 
Eo 
y 


Este sistema tiene dos soluciones (5. 2, =d ÓN que, como es fácil 
) ) 


de comprobar, satisfacen también al sistema inicial 





90. Liberando la primera ccuación de la irracionalidad en los denomina- 
dores, obtendremos: 


De aquí 





Hagamos en la segunda ecuación 

Vi+yri=t, (0) 
después de lo cual se puede escribir en la forma siguiente: 

P4156=0, 


De aquí f,=7, f¿=—8. Ya que en (1) 10, omitimos la segunda raiz. Como 
resultado obtenemos los dos sistemas de ecuaciones siguientes: 


e) 





6) 
e xy—45=0, 





tema (3) son: 


Las soluciones del sistema (2) son: (5, 4), (—5, —4), Las del Ñ 
ién al sistema 


15, —12), (--15, 12). Las cuatro soluciones satisfacen tal 
inicial. 





91. Expresando x por su valor de la segunda ecuacion y colocándolo en 
la primera, obtendremos 





+5 








Haciendo aquí / 9491 4,220, obtenemos la ecuación 


12431—18=0. 
De aquí 
4=3, 4 =-8. 
Puesto que según la condición £ no es negativa, tenemos solaniente una ecuación 
9y*—4y—28=0. 
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Ón junta con la segunda ecuación del sistema imeral, 
¡ranas 


Resolviendo esta ecu 
hallaremos sus des 












7 4 
E 
92 Hagan 
Y F=y Fl =0 20 
Entonces, la primera ecuación se escribir en la forma. 
Bera tó 0 
De aqui f=4 y loncimos. 
A 6u—15 0 () 


Si alivra acom cn da segaida ecuación Ay=w y se toma en consideracion (1), 
olitendrcnmas da tran ión 


-211u— 13 2300, 





Al 


de donde ny El, 


y 











Obtiimeunos els sistemas de ecugclanes 
A y —150, 

ou 150, p E 0 . 1 

10] 245 (6) 
z é y a 
ey=54, / | 
Eliminando cu el sistema (2) 4%, obtendremos la ccuación 
24 +6y—18—0, 

, de 5 La segunda raiz se omito, puesto que, en vírtull 


de la ecuación iy=54, vunduce a valores de x irreales. Por consiguiente, el 
sistema (2) tiene dos solucines reales: 


y= 7, +2 x= VT, ya 
El sistema (3) se reluce a la ecuación 
54y? + 1354 +2454-0, 


que nu tiene soluciones reales Asi pues, el sistema micial Mene dos soluciones 
reales 





£3. Hagamos 








'x=u>0 (o 
Entonces el sistema se escribirá de la siguiente manera 
o. l e 
due + ¿tu 6 Bu 
El sistema (21 + la salucion evidente 
2=0, e 0 6 


Considerando 4 contirmación que 0 y, por consiguiente, (en virtud de las 
Ccuaciones) multiplicando lus prumeros y segundos” mictubros de las 
ecuacioms (21 entre s1, ublendremos 








UA? 


Multipliquemos a continuación la primera ecuación del sistema (2) por y Y 
la segunda por u y sumémoslas, como resultado ubtendremos. 


us — ol 42 





En virtud de (4) tenemos: 








4 (uo? —T1w (5) 
De squi 
3 
fol, RG 
Examinemos ahora dos sistemas de ecuaciones: 
3 
w=!, ; mo 1 
16) qe Mm 
ón une, | 
ee e)A tela =30 / 


Es evidente que toda solución del sistema (2) diferente de la (31, se encontrara 
entre las soluciones de estos sistemas, 

Multiplicando la segunda ecuación «el sistema (5) pur u, en virtud de la 
primera ecuación, hallaremos que 14=2, de aqui, tomando en consideración (1), 


obtenemos: 
s 





8 
2 





Análogamente hallamos la solución del sistema (7) que satistave la condición (1) 


VE 
2 


VS 








uo 


Es fácil de comprobar que las dos soluciones satisfacen fambiin al sistema (2) 
Asi pues, et sistema inicia! tene tres soluciones; 


(0, 0); (vz. Lea! (a, 


d 94. Elevando ambos miembros de la primera icuación al cuadrado, ublin- 
Iremus: 








yu=á 1) 
En virtud de la segunda ecuacion tenemos: 
po 
Vérp=—, 7) 


2 


Elevando ahora ambos miembros de la segunda ecuación del sistema mictal ab 
cuadrado, oblendremos: 
e dal 
VEFR VES Á 





2 
De aqui, en virtud de (1) y (2) 
A E 
Ge) (3) 





Abriendo los paréntesis, hallaremos que qa A continuación, de la ecua 


ción (1) liallaremos fácilmente dos valores de y 





$ 
] 
Se 
e, 
co] es] 
E 
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Por medio de la comprobación descubrimos que el sistema inicial tiene sólo 
ey E). 


Ví=u>0 y Vy=v>0 m 
Entonces, el sistema adquiere la forma 
P—8=a (u—o), 
aut uto +14 mb, ) 





una solución (E 


95. Hagamos 


8 


Este sistema se descompone evidentemente en dos sistemas: 
u—u=0, / 
a My 
¿tuto a, ) 


ut, e 


Resolviendo el sistema (2) hallamos que 3u*=0*, de donde, teniendo en cuenta 


(1), obtenemos: 
Viva VvoVz 
E 





u= v 


43) 
Pasando al sistema (2), transtormemos ambas ecuaciones de la forma sigutente: 
“eta, (eins at, 


De aqui hallamos uo y u*-o?%; 
ae 
a” 
a+ e 
2: 
No es difícil demostrar que el sistema de ecuaciones (4) es equivalente al siste- 
ma (2%). De las ecuaciones (4) obtenemos: 


uw= 





4) 
li 








2 da be 
(q? —Ék. ds 
(— pe Es 
a 





Prestemos atención a que el segundo miembro de la primera ecuación del sis- 
tema (4), en virtud de (1), deberá ser positivu; también deberá ser positivo el 
segundo nuembro de la segunda ecuación del sistema (5). De este modo, debe- 
remos suponer cumplida La condición 


Mia, (6) 
en caso contrario el sistema (3), y junto con él también el sistema (2), no 


tiene soluciones que satisfagan la condición (1). 
Resolviendo el sistema (5), obtenemos: 
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Como resultado tenemos: 


VÁ ) 
(VE VE) 


Ds fácil de ver que, en virtud de la condición (6), los dos pares de valores 
(io 4) no son negativos; en efecto, ya que a*=>0%*, entonces 3a*—0% 27 30% a? 


Asi pues, cuando se cumple “la condición complementaria (0), el sistema 
inicial tiene tres soluciones 









> o 
ny 


EE E) 
AVE EE) 


si se perturba la condición (6), sólo la primera de ellas. 

















3. Desigualdades algebraicas 


16. Para que el trinomiv cuadrado 
at+brex (a %0) 

sen positivo para todos los valores de x, es necesario y suficiente que a > 0 y 

que el discriminante D del trinomio sea negativo, En nuestro cuso tenemos 
a=r1>0; (1 
D=4(r—1)?-4(4—1)=-8(+—1) <0. (2) 
Las desigualdades (1) y (2) se cumplen simultáneamente cuando r > 1 Seña- 
lemos además, que si r==1 el trinomio examinado en el problema es identr- 


camente igual a 1. 
Así pues, todos los valures buscados de r se determinan por la desigualdad 


r>l. 
97. Si hacemos 
LEEN 
pra 


y notamos que +2 =u%—2, entonces, la expresión dada se transforma 


tacllmente en la forma 
3ui—Su+ 4. m7 


$1 y e y tienen distintos signos, entonces, u < 0 y el trinomio (1) es positivo, 
Si e e y sun de signos iguales. entonces, es fácil ver que u=2, 
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2 
3 
3? el trmomis no os negativo. Así pues, siendo u < O y «32, el trinomio 
nó vs negalivo y, que do tanto, la expresión inicial no es negativa para cnales- 
quiera valures «le 4 e y reales y mo iguales a cru. 


Puesta que las raices del trinomuo enadrado (1) son iguales a | y 2, para 





98. Nutimos que xé-x-+ 1 >0 para todos los valores de x, puest» que el 
discriwumanto del lrmonio cuadrado es igual 2 —3 0 y el coeficiente de x2 
€s positive, por esta razon, tenemos derecho a multiplicar ambas desigualdades 
gor el denciniadar Como resultado cbtendremus 

3433 < xo ox—2, 
P4or—2< 202042, 





a bico 
44 (a—3)x+1>0, 
Par Dari > 0 


La primera shougnaldad es justa para todos los valures de x solamente cuando 
el discrumnante del temomio cuadrado es menor que cero, es decir, cuando 
(a 3 IG 0 Por razón amaloga la segunda desigualdad se cumple con la 
condicion de que wa 





(0429150 


Resolvicado conjuntamente las dos desiguatdades 120316 < 6 y (a+ eo — 
16 0 respecto a a, wblenemos. 


-4<a=3<4 —I<azx7 


y 
Acar+2cd —6<a<2 


De aquí tenemos definitivamente que —1 <a <2, 
09. En virtul de la desiguaidad (1) pág. 22 tenemos que 
E 
Sumando estas desigualdades obtenemos que 
81 bd 0 4d 2 2 (490% 4 tdi) (1 


De acuerdo cun la desigualdad (3) pág. 22, haciendo u=0%% y o=c%4%, teme 
mos que 


ana 2 Y PER 2) 





Puestu que siempre Y aid: abod (el sigos > para el caso cuando sea 
abel < 0). entumas, confrontando (1) y (2) llegamos a la demostración de la 
desigualdad propuesta 


100 Cl sistema dado es equivalente al siguiente: 


Yiauta lar <l, y xa 
La desigualdad 








tiene la timica solución respecto a x solamente cuando el discriminante del 
trinomia es igual a cero: 


(1 12 (a? 1) =0, 
a-—lu—3=0; 


es lena, 
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de aquí 





101. Escribamos el sistema de desigualdades dado en la forma sigurente 
vi > Leal. 
y <2—=|x-11 
Puesto que siempre | *—2e]2>0 y [x—1]3>0, entonces 
1 
=L yaa 
7 <y 
Los únicos níimeros enteros de y que satisíacen a esta desigualdad son 0 y L 
Pur consiguiente, el sistema de desigunldados dado, examinado para los valo 
res enteras de x e y, puede s.r conjunto solamente pura dos valores 470 e 


y==1. Examinemos ambos casos. 
Primer caso. Si y=0, cl sistema de desigualdades toma la forma 








a <th. jx1]<2 





A la segunda de estas desigualdades la satisfacen solamente los múmero ente- 
ros: 0, 1 y 2. Por sustitución es facil convencerse de que 0 y 2 satisfacen tame 
bién a la primera desigualdad, pero 1 no la satisface. Asi pus, para el caso 
y==0 se han hallado dos soluciones 





x=0 y=0 x.=2 y-0 


Segundo caso. Si y=1, el sistema de desigualdades inicial conduce al sis- 

tema siguiente 
3 
142% |<. li 11< 1. 

A la segunda de estas desigualdades la satisface el único número entero v=!, 
que satisface tambien a la primera. Por consiguiente, en este caso tenemos una 
solución más del problema: x=1, y,=1. Así pues, el sistema de desigualdades 
se sotistace con tres pares de números enteros. 








102. En la parte izquierda de la desigual dad hay solamente n sumandos y, 
además, los primeros n—1 sumandos son estrictamente mayores que el último. 
Por eso 

t 1 1 t 1 
E E 





103. Designemos la parte izquierda de la desigualdad a demostrar por Sa. 
Es fácil vor que en uste caso 


1 1 1 
Sat1—Sa pta rstara a a] 
Reduciendo los quebrados a un común denominador, lhallarenos: 
o 2 
Fa > 
Asi pues, Sa+r > Sa Puesto que 


1 t 
S=3+3+3>! 
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Por lo tanto 
S.>Sao-1>-->35.>58,>1, 


es decir, Sn > 1, lo que se exigía demostrar. 
104. Escribamos una serie de desigualdades evidentes: 





“== - 
ni" (a—i)a m1 n 





Sumando estas desigualdades iniembro a miembro, obtendremos: 


l 
+ 





lo que se exigía demostrar. 


105, Uscribamos ambas partes de la desigualdad a demostrar en la forma 
siguiente: 
M0) 2 1-40), 
A E e 
A factores 
a=nf. 
dic 


n factores 
Demostremos que 
(n—+1)k=n Mm 
para n3=k== 1, En efecto, 
a — 4 k—on=k (n—k)—(0—4)=(n—K) (41) >0. 1%) 
De este modo, ya hemos demostrado que 
(alp> an 13) 


Notemos que sí el múmero k es mayor que la unidad y menor que n, en la 
fórmula (1), como se deduce de (2), tiene lugor una desigualdad estricta. Esto, 
por lo visto, trae consigo una desigualdad estricta en la fórmula (3). Para n > 2 
este número £ puede ser hallado. Por consiguiente, en este caso, es justa la 
desigualdad estricta (11)? > n%. 


106. Es fácil comprobar que para la construcción de un triángulo con los 
lados a, b y c, es necesario y suficiente que estos números a, b y € satisfagan 
a las tres desigualdades siguientes: 


ajc—o>0, 
b+e—a>0. 


Demostremos que el cumplimiento simultáneo de estas desigualdades es equiva- 
lente al cumplimiento de la condición puesta en el problema. Admitamos 


«ue sea 
K=pav4-qb*— poc, 


ajb=e>0, y 
j w 


LES 


Puesto que q=1—p, la expresión anterior se puede escribie cn la forma 
K=p4 0 Pp 1 =p p40, 


donde a, 5 y e son conslantes y p puede tomar cualesquiera valores, 

Así” pues, K representa un trinomo cuadrado cun relación a p. En el caso 
general, segón sea la magnitud de p, cl trinomio K puede tomar valores de 
diferentes signos. La desigualdad indicada en el problema es equivalente a que 
K > 0 para todos los valores de p. Para esto, como es conocido, es necesario 
y suficiente que el discriminante del trinimio 


D= (MP4 RA 
sea negativo (hemos tomado en consideración que el coeficiente de p? es igual 
2% digcriainiate puede ser presentado en la siguiente forma: 
ar — e PAD = 
(ab —c?—2h0) (abc? 4 2bc)=[a?— (6-4 0] [at — ib 0*]= 
=(a+b+eta—b—0) la +b—0) (a—040)> 
—(a+ 040 (0+b—c) (b4+c—a) (c+ a— bh. 
Si el triángulo puede ser construido, entonces, las desigualdades (1) se han 
cumplido y, por consiguiente, D < 0. Con esto, en el sentido directo la contir- 


mación queda demostrada, 
En el sentido inverso, si D < 0, entonces, 


(a-+b—c) (b4+c—a) (c+ a—b) > 0. 12) 


Demostremos que de aqui se desprenden las tres desigualdades (1). En efecto, 
supongamos que sólo uno de los paréntesis de la parte izquierda de (2) es posi- 
tivo y los dos restantes son negativos, por ejemplo a-+b-—c < 0 y b4rc-—a<0. 
Sumando estas desigualdades obtenemos que 25 <o0, lo cual es imposible. De 
este modo, la confirmación queda demostrada en sentido inverso. 








D 








107. Transformemos la parte izquierda de la desigualdad de la inanera 
siguiente: 
AE (yd 24 4 yz 2) (xy dea2) + ya 
4 (UE yA + dz (de xy 2) 08 — 12084 xy x2) + 62, 


La expresión obtenida no es negativa para cualesquiera x, y y z reales, lo que 
se exigía demostrar. 


108, Designando la parte izquierda de la desigualdad por 2, transforme» 
mos z de la siguiente manera: 


¿04 y yd = (+ 42 4 le 
Si x e y son reales, los dos primeros sumandos no son nugativos y, pot lo 


tanto, z=>1. 


109, Puesto que x= dy 





, entonces, la desigualdad a demostrar es «qui- 





valente a la desigualdad 
Y 
y 20 
que se transforma fácilmente a la siguiente desigualdad evidente; 
1004? —40y-1- 4=(10y—2) 
110. Ya que d>0 y Rz=r >0, entonces, 
PERE 520 y LURO 
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Par consiguiente: esta desigualdad es equivalente a la desigualdad 
PRD AR 


Reductóndola a la forma (d—RP<r?, obtendremos |d—R|<Sr y — Gd— 
—Pezr Por consiguiente, 





Rd R+r 


FU. Multiplicando ambas partes de la desigualdad a demostrar por 
aj 042, obfembremos una desigualdad equivalente cuya parte izquierda es 
igual a 


a a ue 


AV DAVE) 


uns que la desigualdad dada se reduce a cero cuando L=c, c==a 

ir el teorema de Bezu, se divide sin restu por las 
e. Dispomiendo los sumandos según las potencias 
la entre a—b, obtendremos” 

















(II AA 
=1a—0) ja? (16) + 00 (c—0) +be* (c—D)l. 


Saquemes a continuación de la expresión entre corchetes el factor (bc) y di- 
vidamos el polinomio lie queda entre a—c. Como resultado obtendremos 


A a  Ñ a 4 (a — 9) =—(b— a) (0) (c—a1 ac + he + ab) 


Puesta que por la condición a<bx<e y a, h y e son de un mismo signo, la 
expresion o la derecha es negativa. 


113. Tenemos 
12 Va +04=(1-V 5,)* 0, 
de donde 
14042 V dy. 


Escribiendo estas desigualdades para k=1, 2, ... y multiplicándolas miembro 
a miembro, obtendremos: 


(140) (1+43)...(144,)>2 Y a,0s - a4=2 


114. Es suficiente examinar el caso cuando a y b son de un imismo signo 
(es decir, son positivos), puesto que en el caso contrario uno de estos números 
es mayor que 1 y la desigualdad es evidente 
Tenemos 


044 y? —2ab= 1 —2ab. 

84, Dm (1 —2ab)¿— at. 

Pero si azkd==!, entonces, UG arG-, puesta que 
a4oy_ 1 

be ( 2) SS 

(uéase la fórmula (3) en la pág. 22) 
Por consiguiente, 

aet> pl -2- 





115, Examinemos tres casus 

11 x<0; entonces, Pd 1 > 0, puesto que les cuatro primeros 
sumandos au son negativos, 

2) 0<x<l: transformemos el polinomio a la lorma 


Pt 0 2 la) 4 ld 


Aqui, por lo visto, todos los sumandos son positivos, pur consizmente, bambsen 
el polinomio será mayor que cero; 
31 > 1; escribamos el polinomio en la fora 


e rl) El 
Los dos primeros sumandos no son negalivos; por comsigi: 


este caso 
A 


mb, tambien cn 





116. Tenemos: 
Ue (1 a ade Y 
y el último sumando de la suma entre paréntesis es igual ax siones par 
y a nei=i si n es impar. Según la condición, 1 <x El, de donde se des 
prende que (34) x* < (3,) para tudos los valores enteros de l Por eso, 
(+ (17 < Ano 
donde A, es el valor del polinomio (1) pare v== +1, es decir, An 2% 
117. La desigualdad a demostrar os equivalente a la desigualdad 
lara a es) 
He (xa der 
que es justa, puesto que la parte Izquierda es igual a 
pa +21 34 (ra, + 219.4... +1P0p E 2%)! 
118. La expresion bajo la raiz cuadradá debera ser 30, por eso, 





1 1 
“rez 1) 


Para los valores de x que satistacen la condición (1) y mo som iguales a cera, 


VI=49 <1 Por ista razón, si — 





<1 <0, entonces, la desigualdad indi 





cada en el problema se cumple, puesta que su parle tzquierda es neyaliva 
SUL. 

la irracionalidad, nbtendremos 
1-V 142 4 41 
O A ES] 


entonces, liberando el mumerador de la parte izquierda de 

















Es fácil ver, que el numerador del yucbrado derecho, pura 1<e 
supera a 2 y el denominador es =>1. Por eso, 


+ 
LÉ 


As! pues, la desigualdad propuesta es justa para los valures de x 0 y que satis: 
facen la condición (1). Siendo x=0 y |x| >+ la parte tequuerda de la dest 


gualdad pierde el sentido. 
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119. Sea, para mayor certeza, x>y. Entonces, haciendo L=a «1, oblen- 
diremos la siguiente igualdad equivalente: 
Ya Y Tan. 
Elevando ambas partes de (1) a la potencia mn, obtenemos la desigualdad 
(I4any > (1402. 
Es fácil ver que esta desigualdad es justa, puesto que (<a <1 y n>m. 
120. Hagamos 
Var Va. (0) 
——_ —— 
n radicales 
Es fácil ver que x=Vapxn=" (1=2, 3, ...), y por consiguiente, 


xh=a-pxp-1- Notemos a continuación Que Xn > Xn-1, Puesto que al pasar de 
n—1 an el último radical interior Wa se sustituye por un número mayor 


Va+Va. En vista de esto, xa < a+ xn y, por consiguiente, las magnitudes 
que nos interesan satisfacen la desigualdad 


xa < 0. 2) 





Las raices del trinomio a la izquierda, son iguales a 


go VE o EV 
2 > 2 : 


Ya que los números xy satisfacen la desigualdad (2), entonces, todos ellos entran 
en las raices xi) y 11% (véase la pág. 23). Por consiguiento, 


Alsa: A EZ (=2, 3, ... s) 


Kn < 
lo que se exigia demostrar. Para n=1 tenemos que x= Vd y la desigual 
dad (3) es evidente 


121. Designemos la expresión con E signos radicales por xp: 


Va Var a 


Observemos que xp < 2 En electo, sustituyamos bajo el último signo radical 
interior 2 por 4 Como resultado, todas las raíces se extraerán sucesivamente 
y la parte" izquierda resultará igual a 2. Por lo tanto, x < 2. De aquí, en 
particular, se desprende que el numerador y denominador de la parte izquierda 
de ta desigualund Inicial son diferentes de cero. 

Aprovechando a continuación que 


X= V 24 Xp 


transformemas la parte izquierda de la designaldad inicial de la manera 
siguiente 

















2 Umar? Fra t?22_ 1 1 
PA Pat Y Vx 4242 x 
ed di p p 
Puesto que Xy < 2, embunces, Pano] > lo que se exigía demostrar. 
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122. Como es conocido, para cualesquiera números reales a y b tiene lugar 

la desigualdad 
eN 
1001 EFE 


Aprovechando a continuación que el valor absoluto de la sima no es 
áayor que Ja suma de los valores absolutos de los sumandos correspondientes, 
obtenemos: 


(aby +ab9+..«+Hanbn 1 <lab1 14100214. +1 0nbn 1 





(véase la fórmula (1) en la pág. 22) 





MEA ¿2048 ED] 

ar+bi, 0453 anida 

e dE DE 
MO » 
AA A 





lo que se exigía demostrar. 


123. Si n=1, entonces, x,=1 y, por consiguiente, x,2>=1, así que la con- 
firmación es justa. Supongamos que es justa para todos los valores de m, donde 
1<m«n—1; demostremos su validez para m=n. Si todos los números X,, 
Kar 0-01 Xp SON iguales a ta unidad, entonces la confirmación es justa. Pero sí 
aunque sea uno de estos números supera a la unidad, entonces, en virtud de la 
igualdad x1xp ... xy=1 existirá otro menor que la unidad, Supongamos que la 
numeración sea tal, que Xy > 1, Xp=1 < 1. De la suposición de la inducción y 
la condicion 


Xplod) 1 





se desprende que 





bd Ea 1 1, 





es decir, 
A 


Puestu que (Xy —1) (1—X,-1) > 0, entonces, 


Xp X= — Mp1) > 0 
y por consiguiente, 
Xi ha > XX le 


Así pues, 
EA cr > dc aa 
y la confirmación queda demostrada. 





4. Ecuaciones logarítmicas y exponenciales, 
identidades y desigualdades 


124. Como se ve de la ecuación, ésta tiene sentido solamente para a >0, 
a=1y56>0, 621. Para la resolución de la ecuación empleamos la fórmula 
de paso a logaritmos con otra base: 
cloga 
“Togó 
(véase la fórmula (2) en la pág. 27). Aquí ces ma base arbitraria (c> 0, 
e = 1) La elección de la base c en este problema es indiferente, sólo hace falta 


reducir todos los logaritmos a una misma base. Se puede, per ejemplo, tomar 
como base común a a, por cuanto a>0y ax 1. Entonces Ja ecuación se 
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boga= 





transforma a la forma 


ElUEX apo 
ug? 








o despues de la simplilicación 
(alog 2+2 elog b) Alogx=3 Ag! x. 
De aqui, la primera solución es 
dlogx=0, es dwir x=! 
La segunda sulcian es 


suga= + (ol 24+2elogd) == “log 248 «olog 3/25 


es dicar 


ym 


Páxemos a los logaritmos de hase 2, haciendo uso de la lórniula 12), 
ublenemnos 





4 1 ' 
Togx" Hogx—=d — 





Esta ecuación es equivalcute a la siguiente 


Hlog? x—5 og x-+6=0. 
De aque 
elo =2 4=4 


Blog m3, 





126, Potenciando con relación a la base 2, oltenemos 


Ort 7 4 (IG 


De aqui 
3194 (85-04 4=0 


Por consiginente, 
By =3 =2% B)=L on 








127 Pasemos eu la ecuación a los logaritmos de base 3. Sobre la base de 

lo fórmula (2), pág 27, tendremos 
TT 
Tra Fm. 


De aquí 
log) 11 (1 +og 1] =0 

y. pur consiguiente, 
(log e) =1 
log 1)2=0, 





Plor o, =- 2 





128. Pasenios en la ecuación a los logaritimirs de hase 2. Sobre la line de 
la fórmula (2), pág 27. tendremos 
17% a 


LETogx 





logix + Hlogtx=L. 





Multplicando ambas partes de la ecuación por el Henomirador, pasamos tan 
los términos a la parte izquierda y la descomponemos cu facleres 
Como resultado obtenemos 


logx— hr Blog! x42 log 144 1 


Para y: l, el segundo lactar, por lo visto, es pesiliva + mo se reduce a cera 
Igualando el primer factor a cero, establecemos que para 105 1. la ecuacion 
inicial tiene la Óruca rarz x 








logre li0 











129, Pasemos en la ecuación a los logaritmos «de base a (a >0yo%l, 
E 
en el caso contrario, la expresion “leg2x no tendria sentido). En virtud de 
la fórmula (2), pag. 27, wblenemos 
Blog 2x A: ER o 
Agr "ol aterar 

De aqui hallamos ls 

Dr log 20, x==3 mo satisface a la ecuacion inicial (ol logarilino de base 
1 del número a ms existe) 


2) “log ax=olog la? 
Respuesta: x= 4 





xx 








130. Empleando la igualdad Mor. transformentos la ECUACIÓN Ii 
lo x 
cral un la ecuación equivalente; 
Vog [x (2 log a—x0]=2 
De aqui, despues de la potenciación, obtenemos: 
2 log 4x4 bt=0 
Lua ves resuelta esta ecuación hallaremos 
Xx, e=loga +1 Togra 


Para az» 10% y toga = qu 1) ambas raices son prsilivas, es decir. diferen- 
tes de la unidad y, como es fácil comprubar, satisfacen a la ecuacion interal. 
Siendo loga= (041) se debo tomar solamente la rate 1.6%. Para a < 10% 
la ecuación no tiene raices. 


131. Pasando en la ecuación a los logaritmos de hase a, li roducimos a la 
forina 





ASA og V E EA ani=- 
Después de las ulteriores transformaciones obtenemos. 


IT E ¡Hlogx— IP 
Va Ve 





Teniendo en cuentra que E raíces cuadradas aqui tienen sentido aritmético, 
usta ecuación se puede escribir así 


[log 1141 ologx—1 
Examimcmos ahora dos casos: 





1) Supongamos que 
alogx> 1. () 


Entonces, la igualdad (1) adquiere la forma 
*logx=a Y “log, 
de donde 
hi =ar 
Es fácil de ver que la condición (2), en este caso, se satisface solamente cuando 


a>l 
2) Supongamos que 





D< Mogrl. 1537 
Entonces, la igualdad (1) toma la forma 
2=2a Y “Togx. 
De aquí 
E 
x=" 


Señalemos que la condición (3) se cumple solamente en el caso en que a=>!. 
Puesto que, de antemano, a % 1 (de lo contrario la ecuación inicial perdería el 
eetidO, entonces, tambien la segunda raíz existe solamente con la condición 
le que a > 1 

"Hemos agotado todas las posibilidades, puesto ye los valores de x para 
los cuales “logx<0, por lo visto, no pueden satisfacer la ecuación (1). Así 
pues, para a.» 1 la ecuación examinada tiene dos raíces: 





Para 0 <a < 1, la ccuación no tiene raíces. 


132, Tenemos 
Jos (VxFT+-1)=108 (x—40). 
Suponiendo que sea Mx+F1=1, después de la potenciación obtenemos la ecuación 
1—1—42=0. 
Sus raices som fi =7 y t¿=—86. Puesto que £=VxF1:>0, omitimos ty. 
A la raiz (1 le corresponde el valor x==48. Por comprobación nos convencemos 


de que este valor satisface a la ecuación inicial. Así pues, la ecuación tiene la 
única raíz x=48 


133. Pasando en la ecuación a los logaritmos de base a, obtenemos: 
Hlog (0—x) _ 2 “log (p—g)— “log 4 
log (x+9) og (+49) 5 


De aqui, después de la simplificación y potenciación, obtenemos la ecuación 
cuadrada 


14 








1 
+0 —2=-< (p—9P. 


Las ralces de esta ecuación son: 


1 E 
30-9-Y pa. 





AS 





2 
Ps fácil de comprobar que ambas raices satistacen a la desigualdad 





P>Xh:>4. 





y. por consiguiente, también a la ecuación inicial. 
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134. Después de simples transformaciones que emplean la fociula dle quiso 
de un sistema de logaritmos a otro, reducimos la ceuación dada 4 la lorma 





YA le 
Haciendo logx=/, después de la simplificación y elevación al cuadrado, 


obtenemos la ecuación 
Pp 122 


A la primera raiz le cores] 











Sus rales son. wide el valor 





X7 5 que, como es fácil comprobar, satisface tambien a la ecuación inicial. 


A la segunda raíz le corresponde el valor x= 3, que no satisface a la ecua 
ción inicial. 


2 
135. Aprovechando que oi y 625=(5) , reducinios la exuacion im 


cial a la forma 
2 Dotar do 2 2 dogr-2) 
a 


Igualando tos exponentes, obtenemos la ecuación 
log? x—6 log 45=0, 


una vez resuelta la cual lallarernos 














(log x)x (log xh=5, x¿=10% 
136. Pasando en la ecuación a los logaritmos de base 10, obtenemos 
og (14) 
AO io 
toga RR E] 
De aqui, después de simples translormas iones, obtenemos la ecuación 


A (4 E 
bee 1] ) 1 





Despuws de la potenciación tendremos: 


é-4e plogn=0, 
de dundo, 
x12=2 4 Y I=T0gn. 
Ahora, un examen no camplicado conduve a los siguientes resultados 
ay 0<n«<10 y n=10% entonces la ecuación Inne dus raices dife- 
rentes 
'Og n 





—V 


br St n=10%, entonces, se tiene una sola raíz x 
l, para a=10%, obtenemos también una sola raiz 
ej 51 por fin n > 10%, la ecuación no tiene raíces 


1=24 YN I= gn y x= 





(orescimdimos de 





137. Pasemos en la ecuación a los logaritmos de base 2. Como tesultado 
oltendremos la ecuación 





Hoga 


TEMES 


Di aquí 





log sen E 


Presta que la magnitud a la izquierda es estrictamento pusitiva ¡sena 61, de 
sm % log2 perderia el sentidos, entonces, 


le csuitrarico el simbolos y 
pur consiguiente, para 0 3> l, la ecuación 110 tiene ruíces. Adqiliendo que ses 


U<ca<l, nlitenemos 
Ihgsnr=+ Y — a 


Puesto que Hlogsena <, 0, prescindimos del signo mas delaute del radial. 
Entonces 














as 
(01% are sen 2 * har f=0, 41) 
Es fácil de ver e 
ina 








o Anda esta infimita serie de valores de x satistluce a la ecuación 





138, De la segunda Función hallamos: 
e w 
Colecando esta expresión de x-ey en la pricera cenación nbtendremos 





log (1— y) — og (xy) 
“ biin 
lor Y) + og (x— y) =0. 
Pasando a los logaritmos de base 3, transtormemos la ultima ecuación a la forma 
log 341) og (1—y) =0 


Puestu que *log3+1=0, de aquí "logix—yp=0 y i«—y=1. Junto con 
la ccuación (li esto da el sistema 


mu=2 1 
xy | 
Wesolvienda esta ecuación, ablenemos: 
3 1 
17. 


obación mui comvencemos de que el por «le números hallado es la 
soliión del sistema etica 





139 Mediante la logaritmación de la primera ecuación respecto a la base e, 
denibremos 
alogx=b*log y. m 


Di la «gunda ecuación hallamos. 


og x 


elogx— “Ing y 





Calocando aqui “log y de ta ecuacion (1), obtendremos 


Lo, 
. a bien caga 





“log —L "log r 
EXESS 


Por potenciación nbtenemos 
d-a 





y bien x= 


Alwra, de la primera ecuación del sistema hallamos 





yaris, 
140, Haciendo uso de la identidad logaritmica a” 19% 4, escribanos el 
sistema en la forma siguiente 
slogx+y=7, i 
PS ) ds 
Realizando la potenciación de la primera ecuación, obtenemos 195"=8", de 
dnde 
EA 2 
Calacando el valor de x de la ecuacion (2) en la segunda ecuacion del sistema (1, 
ublencmos la ecuación S'+Y'=79=1, que tiene las raíces 
n=4, 4=3 





Comu resultado obtenemos dos soluciones: 
a4=125, y=4 2625, y=3 


14), Efcctuando la logaritmación de la pas ecuación con relación a la 
base y, obtenemos la siguiente ecuación cuadrada respecto a "log x 


29log?x—5Mogxr+42=0, 





que tiene las raices 
Hogx=2, Mg xp. 


Si Ylog x=2, entonces 





ro Mm 
En virtud: de la identidad MO a de la segunda ecuación bien 
decos 
log iy 310 
de dende 


=4 12 


Junto con (D, la ecuación obtenida nos da la siguiente «cación cuadrada 
para la ileterminación de y 





Im + m0 


Esta ecuación no tiene raices reales Si Ylogx + entences 2= Y y ey=x 





En este «aso, en virtud de (2), «btenemos la ecuación 
A— 3 4=06. 
Respuesta: x=34, y=10, 
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142. Realizando la logaritmación de la primera ecuación respecto a la 
basí a, hallaremos: 








x+yólogh=1- ólogó, 0 
Paseos en la sigunda cenación a los logaritmos de base a. 
Entonces 
alogy “logb 
2 toga — YOR eg, 
dulog Va 
! 
De aqui taz, Colucando a en (1), obtenemos la ecusción 


(+ log elogo=0, 
cuyas rates son: 
x="%08b y xl 


La respuesta definitiva es: 





xa =*logb, y=loga x=!, y=1 


143. Pasemos en la primera ecuación a los logaritmos de base x¡ entonces 
la ecuación tora la forma 






3 (soev+olz, 


Haciendo aqui *log y=t, obtenemos la ecuación 
3f—1014+3=0, 





cuyas ralces son £=3 y fg=. En el primer caso *logy=3, y=x1 y, en 
3 y=3, y=X0 y, 


virtud de la segunda ecuación del sistema inicial, xi=81. Puesto que x>0 
e y>0, en este cuso obtenemos una sola solución: 


qe, y=27 
Suponiendo a continuación sogy=, hallamos una solución más: 


q=2, yel 


144. Pasemos en cada una de las ecuaciones dol sistema a los logaritmos 
de base 2. Como resultado obtendremos el sistema 


208% 2 2 =*log 
Mog Ta! log x+*l0g y)=*log x, 


log» POE _ q MEX ds 
E ES 


Puesto que xx 1 (de lo contrario el printer miembro de la primera ecuación 
del sistema utucial mo tendría sentido), *logx 0 y el sistema (1) se puede 


escribir en la forma 
Mog x+"log y=*lcg 12, ) 
og (x+9)=3. 





Después de la potenciación, «btenemos: 


xy=12, 
de donde 





4=85 y=3 
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145. Pasando en cada ua de las ecuaciones del sistema a los logaritmas de 
base 2, obtendremos: 


x%log y=y Vy(1—*Mog am, 5 
22 log x=3 log y 


De la segunda ecuación del sistema (1) hallamos 9% 0 











12 


Pur const 





Fmpleando (2), de la primera ecuación hallaremos que y- 
guiente, 





146, Transformemos el sistema, pasando en la primera ecuación a los loga- 
ritmos de base 2, en la segunda, a los de base 3 y en la tercera, a los de 
base 4. Como resultado obtendremos 


Hlogr+Foogu+ Flog zm og 





) ! 
og y+ 3 log 24 | 
Mogz + Moga log y log 16 ) 


Despues de la potenciación, obtenemos el sistema 


119 





Multiplicando las ecuaciones del sistema (1) miembro a micmbro, hallaremos: 
aya 24. 

Puestu que x>0, y>0. 2>0, entonces, 
az =24. m 


Elevando la primera ecuación del sistema (1) al cuadrado y empleando (2), 
obtendremos: 





1-2 

A 3 

; 27 32 
Análogamente hallamos que y==2 y 2== Por comprobación mos conven- 
cemos de que los tres números hallados son la solución del sistema 


147. Pasando en la primera ecuación a los logaritmos de base 2 y reali- 
zando a continuación la potenciación, obtendremos 


P—xy=4. (1 
La ecuación (1), junto con la segunda ecuación del sistema inicial, da el sistema 

A+y=2 

Poy = ! di 
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Tste sistema tiene dos soluciones que satisiacen a las condiciones y > x, y >0, 
a salir 





(+) 


De aque 


y, pur ronsiguiente, 


149. Colocando el valor de y de la segunda ecuación en la primera, obten 
slremos: 


De aqui, o 151, “bien 


y» por «onsigulcute, 








Respuesta 
=04 az my? 
V y 
150, Haciendo a*=u y «Y =, escribimos el sistema en la forma siguiente: 
41401=2b, 
pi 


De ustas dos ecuaciones se desprende: 
(tt =2040,  M—e*=2 (00). 
Puesto que los valores buscados de « y y deben ser positivos, la primera eciia 
ción se reduce a la ecuación 
utu= V2BFI 5) 
La segunda ecuación demuestra que la solubilidad del sistema requiere, además 
de que sean positivos los numeros b y e, el cumplimiento de la desigualdad 
bc 12) 
AL nusmo tiempo, 
u—u=+ Y 200 E) 
Resulvrondo conintamente las ecuaciones (1) y (2), en el caso del signo más 
oblend remos. 
“7 
ip 


3 (Po+e+ Fo 








= 


Tn el caso del signo menos obtenemos 





Hemos hallado dos soluciones del sistema (1), ademas, al cumplir la condicion (2) 
dos los valores de las incógnitas, por lo visto, son pusitivos Las des sell 
.nes correspondientes al sistema inicial son 





a =* log, y="lgeg =*logr ya=" His 
Ahora, podemos confirmar que para que el sistema sca soluble es necesarto y suficiente 
que b> 0, c>0 y bz=c. Al cumplir estas condiciones cl sistema tiem 4 
soluciines. 








151. Multiplicando ambas ecuaciones entre sí, nhtendremes 
A (xy 


De aquí, en virtud de que x e y son posilivos, se desprende que o bien ty 
ó xy xl, y entonces 





14 y=2n, 1) 
Examinemos al principio el segundo caso. La primera ecuación del sistem 
inicral toma la forma x2=y*, de donde 
ya 2 
Colocando este valor de y en la cenación (1), ubtenenius que 
x41—2n=0, 
Esta ecuación tiene la única raiz positiva 


y En 11 
¡A is 





El valor correspondiente de y lo hallamos haciendo 1sa slo 121 
pa AV 1 A 4 


1 
En el segundo caso, cuando xy=l, y==7, y la pronero nacion del sistema 


inicial adquiere la forma 





br 
Xi xt 


En virtud de que x y n son positivos, esta igualllad puede ser válida solamente 
en el caso en que x==1. De este modo hallamos una solución más x,=1, ya=l. 


152. Transformamos el sistema a la forma 
(Bx+ yy" =9, 
Maroc" | 
De la segunda ecuación hallamos 
22 Br ye”, 
y por consiguiente, en virtud de la primera ecuación 
34 =2%-1:81. 
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De aquí 22=2%-=2, es decir, 
r—y=2 1 


Resolviendo la ecuación (1) junto con la primera ecuación del sistema inicial, 
obtenemos dos sistemas: 
x—y=2, 
3x+y=3. 
Solución del sistema (2) 


Sulución del sistema (3) 





Por comprobación nus convencemos de que los dos pares de múmeros satisfacen 
al sistema inicial 


153. Hagamos L=0.. Si a=1, es decir, p=4, entonces, cualquier par de 


números iguales y positivos satisfacen al sistema. Por esta razón, consideraremos 
que ac 1 De la segunda ecuación obtenemos que x=y*. Realizando la loga- 
sitmación de la primera ecuación y emplcando esta igualdad, tendremos: 

y logy(a—y"=1)=0. 


Puesto que y > 0, entonces, o bien logy=0, o bien a=y-1, En el primer 
caso obtenemos que xy =1, 4 =1. En el segundo caso, obtendremos: 











x.=01, ye 
Ambus pares de números satis'acen tambien al sistema inicial. 
154. Electuando la logaritmación de ambas ecuaciones, obtendremos el 
sistema ¡rg ] ó 
x log p=y log q, 


x 
del que determinamos la relación por consiguiente, 





x=0y (2 


Si p=4, el sistema tiene un número infinito de soluciones del tipo x=y=a; 

donde a es cualquier valor mayor que cero. Si p +9, entonces, colocando el 

valor de x de la formula (2) en la primera ecuación del sistema (1), hallaremos: 
pe 


zi 





x=0b71, ya 
Pes cemsiguiente, para la condición p q el sistema tiene una sola solución. 


155 Realizando la logaritmación de las dos partes de la igualdad a*=0*—b%, 
obtenemos 
2=" log (c—b)4+* log li +0). 


cd ! 
£-0 loga ' “+Ploga 


De aqui, 


y, por consiguiente, 
$42 Jog a+? log a=2*+1 log a-c=* log a. 


460 





156. Utilizando la fórmula 2103 m=spo 7» obtendremos fácilmente que 


PR oga—=2 loga y 2% logó= 





(toga logs)" )= Y, A 
k=0 k£=0 


=?logta E 484 log! b E aa 
(7 

dia 

4 





na 
logt9—2 (1 + 1)= 








mute ogtar 
A 1 


pue yoga (+11) q ogro 2 (a+ )= 


y (Posta ro) —2(n+1). 


cl 
=3 


157. 





aa ( 010%) *og *log a ¿*log "log a > >loga. 


158. Tenemos que 





¿=014)...0,=0:4g ... (aq”=1)=a"g 
Empleando la tórmula de paso de un sistema de logaritmos a otro, obtenemos: 
“logb_ A 


108 Papo Pio 

Pero 

Oe. Cc CELA 

e oga togo E 
Por eso 

AB 
CAE A 
RAMITA * 


159. Utilizando la igualdad Mr translormemos la fórmula dada 
log a 


de la manera siguiente: 
1 1 b 
——— == — N — 
Moge_ Moga Mogó _ 1 Nboge 
Mloga VZZL_ Mog£ Moga 
Nogb  Moge 7 











+) El simbolo Y) az significa la suma 09-44: 4024... +0» 
e 


6 Mm 2866 161 


De aquí se desprende que 





b e 
Mog —=="M/ - 
log ="log E, 10) 
Wiogo , Licda 
puesto. que el factor ES 40. Realizando la potenciación de la igualdad (1) 
log a 


obtenemos: 
e) 





Asi pues 5 es el valor medio proporcional entre a y c. Realizando a continua- 
ción la logaritmación de la igualdad (2) respecto a cualquier base N y electuan- 
do los cómputos en orden inverso, concluiremos la demostración de ta 
mación propuesta 








160. Se debe considerar que N' % 1, de lo contrario, el quebrado en la parte 
derecha de la identidad se hace indeterminado, Dividiendo la identidad 2 de- 
mostrar por “log W Pag N clog N la sustituimos por la siguiente identidad equi 
valente: 

1 1 1 1 
“log y Alog y log N — “brlog 
Pasando aqui a los logaritmos de base W, obtendremos: 
Wlog a+ Mlogb +Mlog c= VMog abc. 
Puesto que es evidente que la última identidad tiene lugar, el problema queda 
resuelto. 





161. Tenemos 
alogx _ *logab MHOgb_ a 
gx Aoga A oga 08d, 


lo que se exigía demostrar. 
á 
162. Empleando la identidad logarítmica o, translormemos la 
parte izquierda de la desigualdad dada de la manera siguiente: 











, E 
logx+ olga A 
ser 
ñ 
h.. 3 ilogx log x 
2 == — 
log x- AS E 
“ogg 2 log2 
Entonces, la desigualdad dada adquiere la forma: 
logx 
o 
*log2 


2 
Puesto que 2> | y 2> 1 y por la propiedad de los logaritmos *log2 > 0, 
entonces, la desigualdad anterior es equivalente a la desigualdad 
s 
og x <— *log2, 


162 


De aqui, observando además que por el sentido del problema x> 0, obtendre- 
mos definitivamente: 


2 
0<x<3 0 tea, 

163 Ya que x>0, la desigualdad dada es equivalente a la desigualdad 
oa >a 

Pero a > 1, por eso, realizando la logaritmación de la última desigualdad tes. 


pecto a la base a (esta operación conduce también a una desigualdad equiva- 
lente), obtendremos: 


Alogix > 2. 
De aqui baliaremos definitivamente: 
o bien álozx > VA, y, por consiguiente, x > aY?; 
o bien “ogx < -V 3 y entonces 0<x<a-Yi 
164 Por el sentido del problema x> 0, por eso, la desigualdad dada es 
equivalente a la desigualdad 
%log x (x+)) < “log (2x+6). 
Puesto que a > l, entonces x(x+ 1) < 2x-+6, o bien 
A—1—6<0. 
Resolviendo esta desigualdad cuadrada con la condición de que x > 0, obtenemos 
E 0<x<3. 
165. La desigualdad dada es equivalente a la siguiente: 
0<A—=5x+46< 1. 


Puesto que xi —5x4+6=(x—2) (x—3), la desigualdad 0 < 4 —5x46 es justa 
para 


1<2 
y 
x>3. 
Resolviendo a continuación la desigualdad *—5x+4+6< l, hallamos que se 
cumple cuando 
ES 4 5 
LA cc YA 


Puesto que Y'B> 2, entonces 518 <2y Ea 
sigualdad inicial tiene lugar cuando 


5-V3 


> 3, Por eso, la de- 








<x<2 y acc A 


166. Reduciendo la parte izquierda a un común denominador hallamos que 
4 ; 
og Clogz—=1y 


14 *log x (logx—1) 
o >0. 


y, Por consiguiente, 


Puesto que el numerador de la última expresión es positivo [en efecto, 
7 2 
Leto log x=(logx—3) +31. la desigualdad se reduce a lo siguiente: 


"og x log 2—1) > 0. 
Esta última desigualdad se cumple siendo x > 2 y siendo 0<x< l. 
167. Por el sentido del fesblema x >0 y, por lo tanto, la desigualdad dada 

es equivalente a la desigualdad 

ds EN 
Realicemos la logarilmación de esta desigualdad respecto a la base 2 y haga 
mos y=*log x; oblendremos una desigualdad ente 

yB—y9-2) >0, 


que, después de descomponer el trinomio cuadrado en factores, se puede escribir 
en la forma 





19 B+y>0 


Esta desigualdad puede ses cumplida cuando, y sólo cuando, o bien los tres 
factores son positivos, o bien uno de ellos es positivo y los olros dos son nega- 
tivos. En el primer caso, es decir, cuando 


y>0 I-y>0, 34+y>0, 
hallamos que O < y < 1 y, por consiguiente, 
l<x<2 (1 


El segundo caso se divide en tres subcasos, con la particularidad de que se 
obtiene un sistema de desigualdades no contradictorio solamente en uno de los 
subcasos, cuando 


y<0, I—=y>0, 3+y<0 
De aquí y <—3 y, por lo tanto, 


1 
0<x< 7 (2) 
Asi pues, la desigualdad inicial tiene lugar cuando, y sólo cuando, o bien 
1 
0<x< 7 
o bien 
1<x<2 


168. Haciendo *logx=y y notando que log 27 => escribamos la 
desigualdad dada en la forma 
ye +lcsa m7) 


El número 2=y-+-L tiene el mismo signo que el número y y|z[>2 para to- 


dos los valores de y (véase (2), pág. 22). Por eso, si 2> 0, entonces, la dest- 
gualdad 2% -—2cos% puede ser cumplida solamente en el caso en que 
cosu=—], es decir, si en la desigualdad inicial x=2 

e =0, +1, +2, ...). Para estos valores tiene lugar el sigao de 
igualdad. 


Pero si 2<0, es decir, y<0, entonces 2-2 y la desigualdad (1) se 
cumple para todos los valores de «, de donde se desprende que la desigualdad 


164 





inicial se cumple, además de los casos de los valores hallados, siendo O < x <1 
y para todos los valores reales de a. 


169. La desigualdad inicial es equivalente a la siguiente 
0<Mog(x*—5) < l, 


De donde 1<x5<466<x2<96 VB <Ix[ <3. Respuesta, V6<x<3 
y 3<x<-V 0. 


5. Combinatoria y binomio de Newton 


170, Escribiendo por separado las relaciones entre cl primer miembro de 
la proporción y el segundo y entre el segundo y el tercero, después de las 
simplificaciones correspondientes, obtendremos: 





(+ o (al a—m+l 
CI E 
(a+ 11 a ta+ 11 a—m+2 
mu—arl Maa 


En virtud de la condición del problema obtenemos dos ecuaciones: 


n—mpi al n—m42 


mel a 
Resolviéndolas conjuntamente obtendremos que m=3, n=6. 





121. Tenemos: 
ao 14 ($) 00) + )eor+ 
+(3) ap + (7) 19.) +(2) ers ore 


Examinando los sumandos del segundo miembro, es lácil vei que x* tigura 
solamente en el cuarto y quinto férminos. Utilizando esto hallamos fácilmente 
el coeficiente de x5. El es igual a 3(3)+()- 

172. Los sumandos de la suma dada forman una progresión con el denomi- 
nador 1-+x. Por eso 


A E 


Mm 
Escribiendo esta misma suma en forma del polinomio 


A A 
y abriendo los paréntesis en el segundo miembro de la igualdad (1), obtendremos: 


si m< k, entonces 
(E * 
m1) A m1)" 


a+t 
ON 


Si mz k, entonces 





173, De la condición del problema se desprende: 

Co(n)=C, (1)+44, o Os. 

Una vez resuelta esta ecuación respecto a n hallaremos que n=11. 
El término común del desarrollo 


Es UN 
(42) 
se puede escribir en la forma 
2 1-m- im 
Co (Hp x? £ 


Por la condición del problema 3 (11—m)-4m=0, de donde m=3. Por consi- 
guiente, el término buscado es igual a C, (11). 
174. Hagamos r4Í ma, entonces 


(ue arar (19) e, 


donde 
UR (+2) a+ (1) 02.64 (0) Po. (1) 


Para el sumando que no contiene x en la expresión (1) debe satisfacerse la con- 
dición k—2s=0; por consiguiente, este sumando será igual a C,(25)-65. Reu- 
niendo todos los términos semejantes hallaremos que el sumando que no contiene 
x en la expresión inicial será igual a 


O OR OO 
+(8)(0)0 


175. Las desigualdades T4+, > Tp y Tati > Taro» después de las simplifi- 
caciones correspondientes, toma la forma 


V3 

+1 

Una vez resuelta cada una de estas desigualdades con relación a k, obtendremos: 
101 Y3 1 








- 1 
v3+1 (1) 

Las partes izquierda y derecha de la desigualdad (1) son números no ente- 
ros y la diferenera entre ellas es igual a la unidad. Por eso, existe solamente 
un número entero k que satisíace la desigualdad (1). Captando que 
1,72< V 3 < 1, 73, mediante el cálculo directo establecemos que 


64, 64>4> 63, 135. 





Por consiguiente, £=04. 
176. El término común del desarrollo es Tp+=C¿(n)at-Si Ta=T pex 
entonces Cp, (1) a*-2=Cp (11) a* o bien 
ntas-1 nat 
DEENTRAR" 


de donde 
al 
Las E 
+a 


Obtenemos la condición buscada: Y debe ser el divisor del número n-+t. 
Si ahora Ty=T4+1=Tp». entonces, esto es equivalente a las igualdades 


AN E 
GAFA RM RAFD 
o bien 
k e+41 
== Ha, 
A=RET a 





lo que conduce a la condición n+1=0, que es imposible de cumplir. 


177. En el desarrollo entrarán: n términos tipo x) (¿=1,2,..., 1), n(1— 1) 


términos del tipo xÍxp(i, J=1, 2 a, 1% j) y por fin Ca(n) términos del 
tipo x¡xjxg, donde £, j y k son números diferentes. Asi pues, el número de 
términos” diferentes no semejantes entre sí es igual a 


ato) (02) 200410042) 
6 y 5 y 





n+n(n—)+ 


178. Los divisores del múmero q son, por lo visto, los números Py, Pas .-=+ Pa 
y todos. los productos posibles por 2, por 3, etc. La cantidad de tales divisores 
es igual a 

Cote) +Cr (6)... +Cp (1) =2% 
El hecho de que todos los divisores obtenidos no son iguales entre si y que no 
existen otros divisores se desprende de la unicidad de la representación de un 
número en forma del producto de números simples. 


179. La igualdad a demostrar tiene la forma 


00. EL UL ee 


LR A Sl 














y es equivalente a la igualdad 


co) eE 








é 
2) Hi=am, 
Puesto que 
n+l an alo a 
al) iaa arar +1)" 


el primer miembro de la última igualdad es igual a 

t 1 1 1 
A A e 
con lo cual el problema queda demostrado. 


167 


180. El término cómun del primer miembro de la igualdad puede ser trans- 
formado de la manera siguiente: 


n ms na! el 
(7) 00 A 02 ho 


Ba (Y — ja 0 q [AL 

Uy (iz 
Por eso, el primer miembro de la igualdad puede ser presentado en la forma 
siguiente: 


m1 


E al (Y — y tn 
ATA AT E )* anio, 


aaa (a+. + (571) 0-1] E 


nx [x4 1x0 nx, 


181. Toda división de la baraja, señalada en la condición, es equivalente 
a sacar 16 no ases de entre 32 no ases y dos ases de entre cuatro ases. La 
primera extracción puede realizarse por Cay (32) métodos y la segunda por Ca (4) 

uesto que la sacada de 16 no ases puede ser combinada con cualquier sacada 
de dos ases, entonces, el número total de métodos de la división indicada de la 
baraja es igual a Cy (32) Ca (4). 


182. La cantidad buscada de números es igual a la cantidad de variaciones 
que se pueden formar de 10 cifras en series de 5, es decir es igual a 
10-9-8-7-6=30 240 


189. Enumeremos ciertos m sitios y formemos la división llenando sucesiva: 
mente cada uno de los sitios indicados con un par de elementos. 

Al primer sitio el par puede ser elegido por Cy (21m) métodos; una vez elegido 
el primer par, el segundo puede ser elegido por €, (2n—2) métodos, el tercero 
por C4 (2n—4) elc, Como resultado obtendremos C, (2n) C, (2n—2) C, (2n—4) .... 
... e divisiones entre Jas cuales, sin embargo, figurarán todas las divisiones 
que difieren por el orden de disposición de los pares. Por consiguiente, la can- 
lidad de divisiones que nos interesan será igual a 


2 (m2) (2 
(2 073-()_mmten—1en—D 00 021 
at En 2! fon 





=(28—1) (23) ... 3-1. 


En forma reducida esta multiplicación a veces se denota con el simbolo (2n—1)!! 

Se puede obtener el mismo resultado razonando de distinta manera, Designemos 
por k, el número de divisiones para el caso cuando la cantidad de elementos 
es igual a 2n. Examinemos 2n elementos. Por cuanto el orden de disposición 
de los pares no tiene importancia, se puede considerar como primer par a aquél 
en el que figura cl primer elemento. Los pares que contienen el primer elemento 
pueden ser formados por 2u—] métodos. Una vez elegido el primer par, los 
2 (n—1) elementos restantes pueden ser divididos en pares por k,., métodos. 
Por eso, k=(2n—1)4,-, Con ayuda de esta relación es fácil haller que 


hy =(2n—1) (003)... 5:3-1, 


184. De la cantidad total de m! permutaciones debemos sublraer aquellas 
en las que los elementos a y b son vecinos. Para formar tal permutación es 
necesario tomar cierta permutación con los n—2 elementos restantes (en lotal 
son (n—2)1) y unirla a la permutación elegida con los elementos a y 6 de modo 
que resulten uno al lado del otro. Esto, por lo visto, se puede hacer por 
2 (n— 1) métodos (el factor 2 está relacionado aqui con que a y b pueden ser 
cambiados de sitio). Así pues cl número de permutaciones en las que a y 6 son 
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vecinos es igual a 2 (n—2)1 (n—1) y el número de permutaciones que nos interesa 
es igual a 
n1—2(n—1)1=(1—1)!(n—2) 


185, Si entre los 5 billetes sacados resultaron justo dos billetes. premiados, 
entonces los otros tres serán no premiados. De 8 billetes premiados dos se pueden 
elegir por C¿ (8) métodos, de S0--8=42 billetes no premiados tres se pueden 
elegir por C (42) métodos. Cada método de elección de dos billetes premiados 
puede combinarse con cualquiera de los métodos de elección de tres no premiados. 
Por eso, el número total de métodos es igual a 


8 42 8-7 42 40 
(2) ()-3 ¡ros di 
La cantidad de métodos de elección de 5 billetes entre los cuales por lo 
menos dos serán premiados es igual a la suma de las cantidades de métodos 
por los cuales se sacan justo dos premiados, justo tres premiados, justo cuatro 


premiados y justo cinco billetes premiados. Por consiguiente, esta cantidad es 
igual a 


PIO ROI DNA 





z 42 ,8:7:6:5:4 
3 TETTIGA TP TIA 
=326 2404-48 216+ 29404 56 =377 452. 


186. Primera resolución. Supongamos que en la recta superior se encuentran 1 
puntos y en la inferior m puntos (fig. 1). Dividamos todos los segmentos de 
unión en haces de segmentos, con la particular 
dad de que en uno de los haces reunimos todos los 
segmentos que unen el punto fifado de la recta 
inferior tpor ejemplo, el A) con todos los puntos 
de la recta superior. Está claro que la cantidad 
de tales haces es igual a m y que la cantidad de 
puntos de intersección de los segmentos pertenecien- 
les a cualesquiera dos haces es la misma para 
cualquier par de haces. Si designamos esta canti 
dad por Ey, entonces la cantidad total de puntos 
de intersección de todos los segmentos será igual 
al producto de £, por la cantidad de combinaciones de los haces en series de 
dos, es decir. 






Ta TE TT 





» puntos 








mín 
ha tm) e DA 


Para calcular el número k,, dividamos todos los segmentos que unen los a puntos 
de la recta superior con los dos puntos A y B de la recta inferior en haces de 
segmentos, reuniendo en un haz dos segmentos que unen el punto fijado de la 
esta superior (por ejemplo, el €) con Tos puntos 4. y 8. Él número de tales 
haces es igual a n y el número de puntos de intersección de los segmentos 
pertenecientes a dos haces es igual a la unidad (punto de intersección de las 
diagonales del trapecio ABCD). Por eso 


afa—1) 
h=C, (1=—— 
2 (1) 3 
Por consiguiente, el múmero total de puntos de intersección de todos los segmen- 
tos que unen los a puntos de la recta superior con los m puntos de la recta 
inferior es igual a 
nir— Il) mím—!) 
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Segunda resolución. Cada punto de intersección de los segmentos puede ser 
obtenido eligiendo dos puntos en la primera recta, cosa que se puede hacer por 
C,(m) procedimientos, y dos Puntos en la segunda recta, lo que se puede hacer 
per Cs(m) procedimientos. Combinando todos los pares posibles de puntos, 
obtendremos 


C4 (m)-C, (m)= puntos de intersección. 


mim—1l)n (n—1) 
4 
187, Cada paralelogramo se determina con la elección de dos rectas de la 
primera serie, 10 que se puede hacer por C¿(n) procedimientos y con dos rectas 
de la segunda serie, cosa que se puede realizar por C¿(m) procedimientos. De 
este modo, el número total de paralelogramos es igual 


n(a—1)m(m—1) 
AAÁKÁÉÁ 





Ca (1)-C, (m)= 


188, Puesto que en el alfabeto dado a cualquier signo por separado (punto 
o raya) y a cualquier par de signos le corresponde cierta letra, el número de 
procedimientos por los que se puede leer la cadena continua de x signos no 
depende de la construcción concreta de esta cadena y es igual al número de 
todas las divisiones posibles que forman la cadena de signos en grupos de uno 
o dos signos vecinos. Designemos este número por Pr. 

Distribuyamos todos los métodos posibles en que se puede lcer la cadena 
doda compuesta de n signos en dos categorías. 

A la primera categoría referimos las métodos en los que el primer signo de 
la cadena se lec como una letra independiente. El número de métodos de la 
primera categoría es igual al número de métodos en que se puede leer la cadena 
cea de n—] signos (que quedan después de eliminar el primero), es decir, 
igual a pp— 

Ala” Segunda categoria referiremos los métodos en que los dos primeros 
signos se leen como una sola letra. El número de métodos de la segunda categoría 
es igual al número de métodos en que se lee la cadena compuesta de n—-2 
signos (que quedaron después de eliminar los dos primeros), es decir, jgual A Py=. 

Puesto que cada método de lectura de la cadena dada pertenece a una, y 
sólo a una, de las dos categorías indicadas, el número total de métodos es igual a 
la suma de los números de métodos de la primera y segunda categorías, es decir, 

Pn=Pn=1 Pame (0) 
Esta igualdad representa una fórmula de recurrencia por la que se puede calcular 
sucesivamente p, para cualquier n, si se conoce p, y pa. Pero en el problema 
dado p=1 (para la cadena de un signo existe sólo un método de la primera 
categoria) y p¿=2 (para la cadena compuesta de dos signos existen dos métodos: 


uno de la primera categoría y otro de la segunda) 
Empleando la fórmula (1), hallaremos sucesivamente: 


Ps=P4m=24+1=3, 








y así sucesivamente, Definitivamente obtendremos: 
P=28. 


6. Planteamiento de ecuaciones 


189. Supongamos que sea x el menor de los factores. Entonces, de las con- 
diciones del problema se desprende directamente que 


x(x+ 10)—40=39: + 22 
A 21—62=0, 


o bien 
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de donde x=31, x,=— 2. Prescindimos de la raiz negativa, por consiguiente, 
los factores son 31 y 41. 


190. Hasta el primer encuentro el primer ciclista recorrió s-+a km y el 
segundo sa km, donde s es la distancia de A a B. Hasta el segundo encuen- 
tro los ciclistas recorrieron respectivamente 


ps i Es km. 


Pero si dos cuerpos se mueven a velocidades constantes, entonces la rela- 
ción de las velocidades de los cuerpos, siendo iguales los tiempos consumidos, 
es igual a la relación de los caminos recorridos por ellos, Por eso, para la 
determinación de s tenemos la ecuación 








sta HE 
s—a J 
E 
Do aqui s=20% km. 
191. los cuerpos se mueven con velocidades constantes, entonces, en un 


mismo trayecto del camino, la relación de sus velocidades es inversamente pro- 
porcional al tiempo consumido por los cuerpos. Supongamos que sea u la velo: 
cidad del tercer automóvil; £, e liempo de movimiento del segundo automóvil 
hasta el momento en que le alcanza el tercero. Entonces, 





401 50_ 141 
y ALS 





Dividiendo miembro a miembro la primera ecuación por la segunda hallaremos 
que 1= de hora; luego hallamos que 0=60 kh 

192, Supongamos que hasta el momento de encuentro pasaron x horas. El 
camino desde el punto de encuentro hasta el punto 8 el ciclista lo pasó en x 


horas y el transeúnte en x-+1 horas. Puesto que para un mismo camino el 
tiempo es inversamente proporcional a la velocidad, entonces 


de aquí 





193, Designemos la distancia de A a B por x y la distancia entre B y C 
por y. Entonces, teniendo en cuenta que en todos los casis de que se habla en 
el problema el tiempo de movimiento es el mismo, obtendremos el sistema de 
ecuaciones 





Resolviendo este sistema hallamos que x=14 km e y=16 km. 


ta 


194, Sea x la longitud del camino por el lugar llano, y la longitud del 
camino cuesta arriba. Tenemos el sistema de ecuaciones 


x, Hat _.,9 
Hi 





5" 
US 64D, 9 21 
3 ta tE 

Sumando las ecuaciones del sistema hallaremos que x=4. 


195. Designemos por | la distancia entre los puntos A y B y por 0, y U; 
las velocidades de las motocicletas. En el tiempo £ la primera motocicleta pasó 
el camino igual a p-+1—g y la segunda el camino q-+1—p, Por eso, 
1+p-9 

nn. 


+9» 
E 


q= 





(1 





Por otro lado, la relación de las velocidades es igual a la relación de los cami- 
mos recorridos hasta el primer encuentro, es decir, 

o =D 

% pi 
Colocando aquí ex y uz del sistema (1), obtendremos la ecuación para la deter- 
minacion de 1. Resolviéndola hallaremos que ¿=3p—q. Colocando este valor 
de l en la fórmula (1), obtendremos: 


TZ 
y dl 





Y 






196. La diferencia entre los tiempos de retraso del avión en el primer 
y segundo vuelos igual a 227% horas está enlazada con que el camino de d km 


fue recorrido a distintas velocidades: en el primer vuelo la velocidad era v km/h 
y en el segundo ww km/h (en los demás trayectos del camino las velocidades 
eran respectivamente iguales). De aquí obtenemos la ecuación 

4t_d4_4 


vow 


de la que hallamos que la velocidad inicial dol avión es igual a 


60ud 
a a: 


197. Designemos el peso del pedazo cortado por x. Supongamos que la 
primera aleación contenía 100 a% de cobre y la segunda 100 5% Entonces la 
cantidad en peso de cobre en la era aleación después de fundir su resto 
con el pedazo cortado de la segunda aleación será igual a a(m—x)+-bx y el 
peso de cobre en la segunda aleación después de fundir su resto con el pedazo 
cortado de la primera será igual a b(n—x)+ax. De la condición del problema 


aím—x)+bx_bin—x)+ox 
an $ a . 





Una vez resuelta esta vcuiación, obtenemos (teniendo en cuenta que u 3 b): 
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198, Supongamos que la relación de los pesos de los pedazos a alear es 


igual a 2:P. 

Entonces 
ao, to 
100 * 100 _ £ 
aFR 1007 


De aquí obtenemos: 
a =(—qup—")- 


La resolución es posible si p>r>4 O bien p<r<q. 
Para hallar el peso máximo de la nueva aleación examinemos las relaciones 





a 
ir—q 
Si ara: entonces, el peso máximo es igual a 


Pp P=4 
o 


si eZ < ma: entonces, el peso máximo es igual a 
pt , il. ] 
== Py 








2 Q y 
Si por fin ¡> 57 + éntonces, el peso máxtmo es Igual a 
19 94 
A Ar Q 
199. Supongamos que cada obrero trabajó £ días y que A ganó x rublos y B 


ganó y rublos. De las condiciones del problema obtenemos el sistema de ecua- 
ciones 





72, | 
u—nL=0., Mm 
Y Xx > 
IS | 


De Jas dos primeras ecuaciones hallamos: 





Entonces, de la última ecuación obtenemos: 


722-64,8%=32,4, 
* y 


20 (2)= (2) -15=0. 


De aquí y=zx (prescendiinos de la raíz negativa). Dividiendo ahora la segunda 


o bien 
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ecuación del sistema (1) por la primera y sustituyendo 2 por su valor, ha- 


llamos: 





De aqui £=25 y, por col 





x=75 rublos, y=90 rublos. 


200. Designemos por +, el tiempo, transcurrido hasta el primer encuentro, 
por fa el intervalo de tiempo hasta el segundo encuentro y por R el radio de 
la circunferencia. En el intervalo de fiempo f, el primer cuerpo recorrió el 


camino et, y el segundo, el camino <=. La suma de estos caminos es igual 
a la longitud de la circunferencia, por lo tanto, 
. 
+ =2R. 1 


En el intervalo de tiempo 2, ambos cuerpos recorrieron un mismo camino iguar 
a la longitud de la curcunferencia, así que 


A 
Ul¿=2R, Eon. 


Eliminando de aqui (,, hallaremos que r=É. Colacando este valor de R en 
la fórmula (1) obtendremos la siguiente ccuación cuadrada respecto a ty; 


Eo 
a 





: 
A 


Resolviendo esta ecuación y prescindiendo de la raiz negativa (puesto que pol 
el sentido del problema debe ser f, > 0), obtendremos definitivamente: 


4=V 5-02 


201. Dosignemos por q, y 9, las capacidados de los grifos (en l/min) y por v 
el volumen de la piscina, Él tiempo requerido para llenar la piscina haciendo 
uso de cada grifo por separado sera igual a 


Y . 
al, t=t. 1 
a Dr (1 


La primera condición del problema conduce a la ecuación 
1 

3 

Empleando la igualdad (1) obtenemos la ecuación cuadrada 





1 13 
ci 





enyas soluciones serán De la segunda condición del problema 


se desprende que 


"9 2 
v=(3-604+-36) (91 + 9)=216 (91 + 92). 
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De (1) hallamos las magnitudes buscadas; 


1 =Y' 0423 — 540 min (Ohoras), 





4 
216 (9+99) 


360 min (6 horas). 
de 


te 
Existe una segunda solución: 
t:=360 min, — 1¿=540 min. 


202. Anotemos con y el peso específico del agua y con s el área de la sec- 
ción franssersal del tubo. La presión atmosférica pz se halla con ayuda de la 
¡órmula 


Pa=Ye. 
Si p, es la presión bajo el pistón en su posición superior, entonces, según la 
ley de Boyle-Mariotte, para el aire contenido entre el pistón y el nivel del agua, 





FIG. 2 FIG. 3 


tenemos que p, (b—x)s=pyhs (fig. 2). La ecuación de equilibrio de la columna 
de líquido tiene la forma p,—p, =1*. Esto conduce a la ecuación 
he 
=x 


537 





(y se simplifica), es decir, conduce a la ecuación cuadruda 


A—(b+c)x+(b—h)c=0. 
De aquí hallamos que 


s=3 l0+9— VOM] 


203. Sean py PA las presiones del aire que se encuentra bajo el pistón 
en las posiciones / y 21 respectivamente (ig. 3) y Z el peso especifico del imer- 
curia. Las ecuaciones de equilibrio de las columnas de mercurio de 12 cm y xcm 
pe altura serán respectivamente 
76y—p,=12p, ) 6 
TO —P2=XY- 
La ley de Boyle-Mariotte para el aire que se encuentra bajo el pistón da la 
ecuación 


3 
pr29 =p. 069 


Colocando aqui las expresiones para pa y pa de (1), obtendremos la siguiente 
ecuación cuadrada respecto a x: 


mt (16—x) (36—x), 


o bien 


4112 4832=0. 
De aquí x=564 V 3136—832=564 Y 2301 =56+ 48, es decir, x=8cm 


204. Supongamos que el reloj se adelanta en x minutos al día. Entonces, 
él marcará el tiempo exacto a los 2 días. Si el reloj marcase 3 min menos, 


pero se adelantara en x-p=y minutos al día, entonces, marcaría la hora 
3 


exacta a los días. Por consiguiente, 





de donde 


Ph 0, 


Resolviendo esta ecuación hallaremos que x=0,5. 

205. Si x us lu cantidad inicial de los depositantes e y es el porcentaje 
que paga la caja de ahorros, entonces 
Le 
100 12 
Multiplicando la primera ecuación por n, la segunda por m y substrayendo de 
la primera la segunda, hallaremos: 


Pl . 
am 


ym 
o x+x 





Volviendo de nuevo al sistema inicial y restando de la primera ecuación la 
segunda, obtendremos: 


De aquí 





206. Anotemos con w, y 0, las velocidades de los puntos y supongamos 
que sea ú1 > u2- La primera condición del problema nos da la ecuación 





2mMR _2R 
De a 


La segunda condición sigmrfica que durante el intervalo de tiempo T, el punto 
que se desplaza a mayur velocidad recorrerá por la circunferencia un camino 
en 25 mayor que el otro punto. Esto nos da la segunda ecuación 


Toy —To¿=2xR. 
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De la segunda ecuación hallamos: 


Ln 
QA. 


F 


Calacando esta expresión para u, en la primera ecuación, obtendremos la 
siguiente ecuación cuadrada respecto a v¡: 





Resolviendo esta ecuación, hallamos: 


(y E) 


AVE) 


207. Supongamos que sea y el volumen de solución en el frasco y x, el 
porcentaje de sal en la solución. 


y, a continuación, 


A la probela se vierte 2 de solución y se concentra por evaporación hasta 


que el porcentaje de sal en ésta aumente el doble. Puesto que la cantidad de 
sal en este caso no varía, entonces, el volumen de solución en la probeta 
g 
rá 
Después de echar de nuevo la solución concentrada al frasco, en éste 


disminuirá dos veces y el peso del agua evaporada será igual a 


habrá la misma cantidad de sal que al principio, es decir, ig Pero la cantidad 


de solución disminuye en ” De aquí obtenemos la ecuación 


2 
e 


100 





de la que hallamos que 


=(2—1)p. 


208. Supongamos que en el primer recipiente habia x Jros de alo 
entonces en el segundo habrá 30—x litros. Después de llenar el primer recipiente 
con agua, un litro de la mezcla obtenida contenía 5 de alcohol y 1— 5 
agua. Después de llenar el segundo recipiente con la mezcla obtenida en el 


timero, en el segundo recipiente resultaron 30—x+hx litros de alcohol 
p 0 y 


de 








(1-á) x lítros de agua. Un litro de esta nueva mezcla contiene 


ars) litros de alcohol. 


Después de echar 12 litros de la nueva mezcla al primer recíplente, en éste 
resultaron 





s x 
) ]|+300-0 litros de alcohol 
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y en el segundo 


1 a " 
18 D-5+(5) ] litros de alcohol. 
Según la condición del problema 
xfa. S ER 
18 | 1 - +3) | +2=12 D-+(5) 
de donde obtenemos la ecuación 
30 +200=0. 





Esta ecuación tiene las raíces 
x=2  .=10 


Asi pues, en el primer recipiente hahía o bien 201 (entonces en el segundo 
habia 101), o bien 10] (entonces en el segundo había 201). 


200. Supongamos que sca x la distancia desde la orilla de partida hasta 
el punto en que C dejó el bote. Señalemos al principio que A subió al bote 
a la misma distuncia hasta la segunda orilla (la orilla opuesta). En electo, la 
manera en que A y C vencieron el paso difiere solamente en que C al principio 
lo pasó en el hote y después a nado y A al contrario. Puesto que los dos nadan 
a una misma velocidad o, además, vu, y el tiempo que pierden en realizar 
el paso es el mismo, entonces, por lo visto, las distancias indicadas deberán 
ser 1guales, 

espués de esta observación es fácil componer la ecuación 


x+s—2(8—x) _5 
Y Y 





* 





Aqui el primer miembro expresa el tiempo que pierde el bote en vencer el 
camino hasta el encuentro con A y el segundo miembro, el tiempo consumido 
por A hasta el encuentro con el bot 

De la ecuación obtenida hallamos: 








EN 
a +" 

Observación. Se hubiera podido resolver cl problema sin la observación 
preliminar sobre la igualdad de las distancias indicadas más arriba. Sin embargo, 


en este caso, hubiera sido necesario introducir varias incógnitas y la resolución 
hubiera resultado más dificultosa. 








210. Designemos la distancia buscada por s km y la velocidad del tren 

por e km/h. En las 6 horas hasta su parada, provocada por la acumulación de 

nieve, el tren recorrió Go km y el trayecto restante del camino de (s—60) km 
5f 





de longitud lo pasó en horas, ya que la velocidad del tren en este 


bu 


trayecto del camuno era 7 


En (otal el tren estuvo en camino ¿1 horas (teniendo en cuenta 
las dos horas de parada forzosa). Este número de horas constituye una hora 
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más de las A horas previstas por el horario. De este modo obtenemos la 


ecuación 
q, 


Desarrollando un razonamiento análogo respecto al segundo tren, compongamos 
una ecuación más: 
150, 5(5—69—150) 
o A 


De este sistema de ecuaciones hallamos que s=600 km 


211. Designando la velocidad del bote en agua muerta por u y la velocidad 
de la corriente por :», obtendremos un sistema de dos ecuaciones 





> 
9- a 14 


ts 


a ú 1 
Resolviendo este sistema respecto a las incógnitas Ar) y tomando sus 


Fu? 


recíprocas, hallamos: 
204» 
T=T. Y 
De aqui se desprende que 
0-2 1 f204b, afajyh 
TT," Tl+H+FT qa 
Ñ: [FR a(a+b) 
TT, TO+tDF TA 
212, Sea x el tiempo que permaneció abierto el segundo grifo, u, la velocidad 


de salida del agua del primer grifo y +», la velocidad de salida del agua del 
segundo grifo (p y « se miden en m3/h). Tenemos: 


v(x+5)+ux=425, 


u+w= 














2ox=w (145), 
(0-+10) 17=425. 


De la segunda y tercera ecuaciones obtenemos: 


+45 
id $ E" 
Colocando estas expresiones en la primera ecuación, hallamos: 
3I—Alr—60= 


de donde x=15h (la segunda raíz por ser negativa no vale) 





213. Leo a la velocidad buscada del tren por o km/h y la velocidad 
según el gráfico por 0, km/h. El tren pasó la primera mitad del camino en 


10 
—— horas y en vencer la segunda mitad y en la parada perdió la primero vez 
n 


to 


1 10%, E 
ET] horas y la segunda el horas. Pero como anibas veces el tren 
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llegó a B a tiempo, entonces, 
o_O yd OO 
CC TS 
De la primera ccuación hallaremos 04: 
1o( A O A A 
A+10 07102 
vi + 100, —2000=0. 


Esta ecuación tiene sólo una raíz posítiva u¿=40. 
De la segunda ecuación hallaremos que v=60 km/h. 








214. Sea la distancia AB igual a s km y las velocidades del primero y 
segundo aviones iguales respectivamente a 0, Y. Entonces, en virtud de las 
condiciones del problema tenemos un sistema de fres ecuaciones: 


Lai É£ 


ES 
2 








A 4 
==> ' 
35 s 
A 
Hagamos 





s 

mr, ¡Ly 
20, 20, 

De la segunda y tercera ecuaciones hallamos: 





y de la primera; 


Pero, 





Ahora es fácil hallar que 


8n Sa 
a E y s=80 


215. Sea u la velocidad del bote en agua muerta y v la velocidad de la 
corriente. Entonces tenemos el sistema 





u 


Para su resolución hagamos =2. Multiplicando ambos miembros de la segunda 





ecuación por a, hallaremos: 
Ye 


a qn 
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Liberándonos de los denominadores, obtenemos: 
2421 — 1682 =0. 


Puesto que z 5 0, entonces 2=7, Por consiguiente, u=7v. Colocando u=70 
en la primera ecuación del sistema, hallamos: 


96,96_ 
ato=!s 


de donde 
v=2 km/h,  “«=14 km/h. 


216. El camino recorrido por cada cuerpo en fs se delermina por la 
¡órmula 


añ 
sul +=. 
Para hailar o, y a para cada uno de los cuerpos, colocamos en esta lórmula 


los dalos numéricos citados en las condiciones del problema: 
1) para el primer cuerpo: 


para £=1 tenemos que 25=0, ++, 
para £=2 tenemos que $07 =20-+20; 


de aqui A 





1 5,,0 
By == UA 
2) para el segundo cuerpo: 


para 1=1 tenemos que +. 





para t=2 tenemos que 597 a+ 2a; 


de aquia=—=L, =304L y s=30 1 1-L 
le aquí a=—=37, Y Eg yá Cn 





En el momento en que el primer cuerpo alcanza al segundo tendremos que 
s¡=5,-+20; de aquí obtenemos la ecuación cuadrada para la determinación de £: 


21348 =0. 
Resolviendo esta ecuación hallamus que f=16. Prescindimos de la segunda 
raíz, ya que es negaliva 


217. Supongamos que sea ula propia velocidad de la lancha. Entonces, 
el Liempo en que se encuentra cu movimiento la lancha será igual a 
10,6 


t= 
u+! 





Por la condición del problema tenemos. 





10 
rt =1 


Es necesario que sea y > 1, puesto que de lo contrario la lancha no podra 
moverse río arriba. Pasemos del sistema de desigualdades (1) al siguiente sistema 


equivalente: 
3(4—1)< 604 <4 (81). 





<t. mM 
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Así pues, es necesario que se cumplan a la vez dos desigualdades; 


39160410 


4 49? — 164 >0. 


La primera desigualdad queda satisfecha si 


A 





se satistace siv<0 o bien v>4. Pero, puesto que 


La segunda desiguald: 
vamente: 


v> l, tenemos deli 








PE 
seo E, 
3 

218. Designemos ps el volumen de agua en el recipiente A antes del 
transvase. Entonces el volumen inicial de agua en los recipientes B y C será 
igual a 2x y 3x respectivamente y el volumen lotal de agua será x-+2x + 3x=6r. 

Después del primer transvase de A a B y de B aC la profundidad en los 
tres recipientes se hizo igual y, por lo tanto, los volúmenes de agua son entre 
sí como las áreas de la base, es decir, como 1:4:9. Por eso, después del primer 
Iransvase los volúmenes de agua en los recipientes A, By C tendrán respecti- 
vamente los siguientes valores: 


E: 
Hi Te 





6x 2 
ptr" 


Después del segundo transvase de C a B estos volúmenes se hacen respectiva» 
mente iguales a 

12 4 7 4 
a AMG, GB 


Después del tercer transvase de B a A el volumen de agua en A resultó igual 
a x—100 y en B igual a 





(x— 100)-4=2 (x—100). 


e 


Sumando los volúmenes de agua en todos los recipientes obtenemos una 
ecuación de primer grado respecto a x: 


100) +2(x—100)-+ 1128 L=6x, 


Resolviendo esta ecuación, hallamos. 


1500. 
Asi pues, la cantidad inicial de agua en cada uno de los recipientes era la 
siguiente: 
en A, 5001, 
en 8, 1000 l, 
en C, 1500 4. 


219. Supongamos que el número buscado tiene la forma xy2l (aqui las le- 
tras x, y, 2 y £ significan cifras de los órdenes correspondientes). Según las con- 
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diciones del problema obtenemos el sistema de ecuaciones siguiente: 
e42=1, 
y+2=85, (m 
xyzt — 1089 =t2yx. 
En virtud de la substracción por orden, en la tercera ecuación del sistema 
(1) 6 1=9, o bien 
(10-+1)—9=x, 
es decir, 
2=1+1. (> 


Pero, de la primera ecuación del sistema (1) se desprende que / <4 y, por lo 
lanto, tiene lugar la igualdad (2. Entonces, de Ja primera ecuación del sistema 
(1) obtenemos la siguiente ecuación para la determinación de £ 


44 1P4+8=13, 
t=2. 


De lo fórmula (2), ahora se desprende que x=3 y la tercera ecuación del siste- 
ma (1) toma la forma 


de donde 


3yz2— 1089 =22y3. 1) 


Observemos a continuación que 2 <9 (st z=9, entonces, de la fórmula (3) se 
desprende que y=0, pero en este caso no se satisface la segunda ecuación del 
sistema (1). De la fórmula (3) hallamos: 

(¿—14+10)—8=y, 
O Sed, 





pH y) 


Por fin, de la segunda ecuación del sistema (1) y de (4) hallamos que ¿=8 € 
y=7. Ásí pues, el número buscado es 3762. 


220. Al principio hallamos la distancia x desde el punto de partida hasta 
el lugar del primer encuentro. La ecuación del tiempo de movinuento de ambos 
puntos tiene la forma 
x 





ica E 
A » 


de donde 
(ao) w 
=—. 
u—w 


peste el inicio del movimiento hasta el primer encuentro pasó un tiempo 
igual a 





Sea í la integral del tiempo entre dos encuentros consecutivos. Entonces 


url, 
de donde 
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Los encuentros sucesivos tendrán lugar en los momentos de tiempo £,, f,-+Y, 
£1 +21, ... El momento del enésimo encuentro será 


q data) 
KA 
—» 

221. Designemos el peso específico del primero de Jos metales que componen 
la aleación por y,, el del segundo por y, y el del agua por y. Supongamos que 
sea x el peso del primer metal en la aleación. Según el principio de Arquíme- 
des la pérdida de peso de la aleación en el agua será igual a 


Estas pérdidas son conocidas e iguales respectivamente a B y C. De aqui ha- 
lMamos que 





Por consiguiente, la pérdida en peso de la aleación es igual a 


Bro: 0 
A 4 PA 
De aque 
_A 
=$ 
Para la solubilidad del problema es necesario que 8%C. A continuación del 
hecho de que — es un número incluido eutre O y L, se deriva la desigualdad 


AC 
0< BG <L 

De aqui se desprende «ne o bien 8>4>C, o bien C>A>8. Así pues, 

para que el problema sea soluble, es necesario y suficiente que el múmero 4 

esté incluido entre los números B y € 





x 





222. Designemos la distancia desde el punto A hasta la desembocadura del 
río por 5, la distancia desde la desembucadura del río por el lago hasta el punto 
B por si, In velocidad del barco (sin remolque) por y y la velocidad de la co- 
iriente del rio por ty 


Hace falta determinar q. x 
De las condiciones del problema componemos tres ecuaciones: 


r 
+3=01, | 


s 
+ 
s 








i=, 


2 
s 
mt: ) 


De la primera ecuación lenemos que 





va 2 
s “e=r bl 
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de la segunda ecuación hallaremos: 


v—A 





a 
de la tercera ecuación obtenemos: 


3 





Substrayendo de la igualdad (1) la igualdad (2) y valiéndonos de la igualdad 
(8), obtendremos la siguiente ecuación respecto a x' 


1 1 
158—. 





o bien 
1 44y + 4480=0. 
Resolviendo esta ecuación hallaremos: 
M4=2, x=24 
Por lo visto, el valor xp=224 no sirve, puesto que el primer miembro de la 
ecuación (1) no puede ser negativo. 


223. Designemos la distancia AB por s y la distancia BC por sy; suponga- 
mos a continuación que sea u la velocidad de la lancha y v, la velocidad de 
la corriente (se supone que s y s; se expresan en unas mismas unidades de 
Jongitud; u y 1, son Velocidades calculadas por hora). 

Para el movimiento de la lancha río abajo desde A hasta C tenemos. 


Ha mM 
Para el movimiento de la lancha río arriba desde C hasta A tenemos: 


2 





Con la condición de que en el trozo AB la corriente es la misma que en el 
trozo BC, el camino AC requiere 


sn, 
EE horas. (8) 


Es necesario determinar la relación EE%. 


Reduciendo las ecuaciones (1), (2) y (3) a un denominador común y multipli- 
cando ambos miembros de la ecuación (8) por w % 0, obtendremos el sistema 


(+5) 0=60 (0 +0)—s01, y 
(s+s)u=70 (U—0,) +50, 14) 
(545 )0=5,5(0401)0. 


Sumando las dos primeras ecuaciones y haciendo uso de ln tercera, obten 
diremos: 
2(s+s)0=0 (130—0,)=1lo (00). 


De aquí, v=60,. Pero de la tercera ecuación del sistema (4) tenemos que 


E 705,5 
2 So. 
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Por consiguiente, 





224. Designemos por v la capacidad del vaso y sea % el contenido de 
ácido en porcienlos en él después del primer mezclado, a el contenido de ácido 
en porcientos después del segundo mezclado etc. Tenemos: 


(o—alp+ag_ 
EE 

lo—aja+a 

E 2%. 


Cd 





a+ 09_ 
- == 


-s 
Multiplicando la s-ésima ecuación por ( y efectuando la suma. nble- 





hemos 





Jae +(539"] 
De aqui 





y. por consiguiente, 





Respuesta; 





225. Al Ímal del primer año el depósito aumentó en e rublos y el depo- 


sitario retiró B rublos. Por eso, a principios del segundo año el depósito com- 
ponia una cantidad en rublos igual a 


P,=4 (1+55) -B 
Al final del segundo año el depósito componía una cantidad igual a 
Pr (1 ema (1 e 7 
2,=P, (ve) —0=a (14:25) 8 [14 lots) ] vto, 
y al tinal del tercer año P¿=AR*—8B (1 +2+2*) rublos, donde 


+ 


Es evidente que al final del enésimo año la cantidad del depósito será igual a 
Py = AB (IHR A), 
_ Ap— 1008 p ya 1008 
+ (+0 + 


Por la condición del problema es necesario hallar tal número n gue P,=>34. 
Entonces 


es decir, a 


log (3Ap— 1008) — log (Ap— 1008) 
Pp 
CN 
El problema tiene sentido si aumenta la cantidad del depósito, es decir, sí 
Ap > 1008. 
Puesto que, además, p > 0, A >0, B>0, entonces la expresión que figura en 


la parte derecha de la desigualdad (1) tiene sentido. 
226. Al final del primer año en la parcela forestal habia una cantidad de 


madera igual a 
a ( +0) es 


n> Y) 


al final del segundo año, 
os (145) 10% 
al final del tercer año, 


a (+55) -:=0, 
y así sucesivamente, Por fin, al tinal del enésimo año la cantidad de ma. 
dera era A 
ac (1) rmarmos 
Es necesario determinar x. 
Haciendo, para simplificar la escritura, 14 =k de la última igualdad 


oblendremos que x=Ra,.., —ag. Expresemos 4,.., por su valor de la ecuación 
anterior. Obtendremos: 
x=k (RAn 2 —X) 09 = 07 y — kx 09. 
Pero, 
App 
Por consiguiente, 
x=l0,_ —Px—lx—ag. 


Continuando del mismo modo, expresaremos por fin a, mediante a, y Odlendre- 
mos la siguiente ecuación respecto a x. 


x=P0—x (prIG Amd.) — ag. 


De aquí 
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227. Antes del transvase la concentración de alcohol q; era: 


en el primer recipiente q,=), 
1 


en el segundo recipiente q,==, 


ds e 1 
en el enésimo recipiente => 


Supongamos que después de todos los transvases las concentraciones se lricieron 
respectivamente iguales a: Pi Py .--, Pa. Entonces, pp=1 y. siendo 1 > 1, 
p, se determina por la ecuación 


v » 
og tag 


Qi Plas 
v 2 


p= (i=2, .... 1). 
Esta ecuación se obtiene dividiendo la cantidad de alcohol 
TS 
que resultó en el tésimo recipiente después de llenarlo con el contenido del 


(i— 1) ésimo recipiente, por el volumen total y del recipiente 
De este modo, 





dto AA da tens 
A sopa 


De aqui 
PT je 4 tó 
——— HA 





apta 


o de e 1 dez Pra 4% 149 








Pa 
pa haa 


1 


1 
e CA tar 





Para k: 42, la última suma es igual a 

Es 
SETE AS 
E AAA 





171 + 
7 


Para t=2, es igual » 








4,3 
ta 





228. La fracción tiene la forma =. donde p es un número entero mayor 
que cero. Las condiciones del iuobiba se escriben en forma de desigualdades 


p4221 — 
ir “iz < 


Translormemos la primera desigualdad a la torma 
3(+2>09+1 o bien 0>p!—3p—5. 
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Resolviendo la correspondiente ecuación cuadrada, obtendremos: 


35: VB 
_— 





RS 
De la desigualdad 0 > p?-—3p—5 obtenemos p» < p< pi. Pero p< 0 y p>1, 


por eso 
34y2 
0<p<p= q”. 








Es fácil ver que p, se encuentra entre 4 y 4,5, Por consiguiente, de la 





segunda desigualdad se desprende que p, como número entero, puede tomar 
solamente uno de los cuatro valores siguientes: p=1, 2, 3, 4. Colocando estos 
valores en la segunda desigualdad 
p3_1 
"<< 


hallamos que p%1,p%2 y p73. Asi pues, p 





7. Problemas diferentes 


229. Tenemos: 
! 


1 1 
O A a IE 


t ' I t 
=(+-1)+ (mat 
ás CARES YE ATA: A: 
O UNAFRZTO AR) AER 
280. Supongamos al principio que x + a. Multiplicando y dividiendo el pro- 
ducto a examinar por x-—a y empleando sucesivamente la fórmula para la 
diferencia de los cuadrados de dos números, oblendremos: 
(0) ra taa Aa 
va 
aa a 
ia a? 











tea) qa). (Pt an) 
A A 





AE Y o A 
e a Xx 








Supongamos ahora que 1==a, Entonces, el producto que se examina será igual a 


Pa 


O E E 
231 Multipliquemos y dividamos la expresión dada por el producto 
a (a pta) o TG, 
que para todos los valores reales de x 4¿—a difiere de cero, Se ve fácilmente 
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que el resultado se puede escríbir de la siguiente manera: 
pq (a) pa (Ga) 
A E 


En el numerador y denominador de esta fracción figuran productos análogos al 
examinado en el problema anterior. Por eso, multiplicando el numerador y el 
denominador por el producto (x—a) (4?—a”) reduciremos la expresión dada a 
la forma 









Pr a 
Ir E E OT 





Nuestro método pierde su vigor cuando x==+ a. En estos casos, sin embargo, 
bn simple cómputo demuestra que para x==—a el producto es igual a 3ra*2"= 3, 
y para x=a él resulta igual a 20D, 


232. Es evidente que 
SiSii=bp  (=2,3,4-..m) Mm 


y 
Sd. (2 
Colocando en la suma 
br 4044 +0 nbn 
en vuz de Uy, Oj ..., Oy sus valores de (1) y (2) obtendremos: 
Orb ada o Oda 095) + 02 (Sy —S 1) +03 (SS 2) + > 
20 Han (Sn Sn) =S1 (0) 09) +82 (07—3)+ ++. 
20 ES (lp =1 00) + pS e 
233. Multiplicando ambos miembros de la igualdad por 2, pasamos su parte 
derccha a la parte izquierda. Después de simples simplificaciones obtenemos: 
2 (0% 458 +2 ab —ac—be) al —2ab 4-0 4 a? — Lac +0 4092040 
=(a—bP +(a—cP 4 (00 =0. 


Puesto que a, b y c son números reales, esto es posible cuando, y sólo cuando, 
hac, 






234. Multipliquemos a? bee —bc—ca—ab por a-+b4o. Después de 
simples cómputos haltamos que el producto es igual a a*+0%409—3abo, es 
vecir, dle acuerdo con la condición del problema, es igual a cero. De aquí se 
desprende la validez de la confirmación del problema. 


235, Puesto que p=0 y y 0, se puede escribir: 


Je) 


(y 





Sumando las dos primeras de estas igualdades y restando la tercera duplicada. 
tiallamos 





Tomando en consideración que todas las magnitudes son reales, deducimos que 
e 
Pp 


de donde directamente se desprende la confirmación del problema. 








236, Hagamos py=d9—dn=,. Entonces, de la condición del problema se 
desprende la fórmula pa=Pa-1 +1 que muestra que los números p, forman Una 


progresión aritmética con la diferencia de l. Por eso p,=p¿4n—2 Ahora 
hallamos: 


y = (09) + ld lA) +01 = 
== (1) ln) M4 


=(n—1) (aa) +0 +1 pat” 


o definitivamente 
ap= 00090, + ERE, 
237. Primera resolución. La relación dada se puede escribir en dos lormas 
Ap— 901 =P (07-100 7-4), 
Ap — Pag 1 (091 Pap) 
Suponiendo que 24 —0d=1 =4n Y 05 —Ban=1=0, hallaremos que 
Uy Ple 
De las últimas relaciones se desprende que 


Uy =P" Mg 00-30, 
o bien 

0 —00p-1=B%-3(0,—aa;), 

ay —Bay- 0-2 (a, —Par). 


Eliminando de aqui a-1» obtendremos definitivamente que 





Segunda resolución. Suponiendo en la relación inicial que n es sucesiva. 
mente igual a 3, 4, ..., hallaremos: 


a =(04$) 0—apa, = 








A E 


Ahora, es fácil demostrar por el método de inducción completa que la ¡órmula 
general es 








nia ani_pa-z 
A 
238. Tenemos que xi +x¿=3a, xx =2*. Por eso 


dio la = te =é, 


lot 






de donde a= 


239. Hallamos: 
Y= (e +19) —2x, 1, =p* 2, 
Ye = (1 +93 (11 + a) 2 =— P* +3pg. 


Los coeficientes de la ecuación cuadrada y*-+ry+s=0 cuyas raíces son y, e Y, 
son iguales a 

1=(Y+y)=P"—p*—3pq +29, 

s=yy=(0* 29) (— p"+300). 





240 Tenemos que «+= 
hallamos: 


, xm=2. Con ayuda de estas fórmulas 





gd 
a 








_ Gx)! 2x9 _ 6% Lac 
EE 


4% dl 
spa 1 O 
Ardo (522) (2). 
241. Supongamos que para todos los valores de x 
(a, +01: + (02 +bax + (0, +09x)* =(A4 Bx)*. 0 


donde 8 0. Suponiendo que sea ==, obtenemos: 


(aa) elo) sao) > 


Puesto que todas las magnitudes son reales, de aquí se deducen tres igualdades; 


aj=hb 032,  03=hby, (0) 
dodo > Ademas, en este caso, debe cumplirse la siguiente condición: 
4054030, o 


de lo contrario, los tres números serian ceros y el primer miembro de (1) no 
dependería de X. 

Supongamos ahora que, al contrario, se han cumplido las condiciones (2 
y (3): entunces 


(2, +d13) 1 lay + den)? (09 ga) OEA 405 (Aa 
VR V 
y, por consiguiente, la suma expuesta en el problema representa el cuadrado de 


un polinomio de primer grado. Asi pues, las condiciones (2) y (3) son necesarias 
y sulicientes. 


242. Designemos las raíces de la ecuación por x, y Xz. Entonces Xy +x,==p, 





p=-x—x=-2 >0 
q=xu=0e+p*?>0. 


y 
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Supongamos que, al contrario, se conoce que p>0 y g>0 Entonces, en 
el caso en que x, y x, son reales, de la igualdad x,-x¿=4 Se desprende que 
% y Y, son de un mismo signo y de la igualdad x,+xj=-—p se deriva que 
las raices son negativas. Si 1 =ú +18, 1, =2—1B, $ HO, entonces, q +x= 
=-—p=l%, y por consiguiente, a es negativa. 





243. Puesto que las raices de la ecuación 2+px4q=0 son positivas, el 
discriminante de la ecuación es 


D=p"—-49>0, (Mm 
y los coeficientes satisiacen las desigualdades 

Pp=—Xx —% <0, (2 

q=X1%2 >0, a 


Supongamos ahora que y, e y, son las raices de la ecuación 
ar +(p—219) y +1—pr=0. 
El discriminante de esta cenación es igual a 
D,=4r9*+p*—49 
y en virtud de (1) no es negativo cualquiera que sea el valor de 7. Por con- 


Siguiente, y e yo son reales para lodos los valores de /. Tenuendo en cuenta 
(2) y (3). por las fórmulas de Viete, jara 10, obtenemos que 





“4 





fas 
n= >0 6 
y. por lo tanto, y e ye Son de un mismo signo, A continuación, 
—2 
nty=— EL >0 (5 


y, por consiguiente, para r3x0, y, e y, son positivos, con lo cual el problema 
queda demostrado. 
Es evidente que la aftemación es justa si se exige que sea simultáneamente 


I=pr>0 y p—2r9<0, 


es decir que 
t 

TE Mm 
P 

> (8) 

>23 6) 


Asi pues, para los valores negativos de 7 que satisfacen las condiciones (7) y (8), 
yn e ya son positivos. Cuando no se cumplen estas condiciones, una o ambas 
raíces de la ecuación (4) no son positivas. 


244. Supongamos al principio que p +3, Para que las raices de una ecua- 
ción cuadrada con coeficientes reales sean también reales es necesario y sufi- 
ciente que el discriminante D de esta ecuación no sea megativo. Tenemos que 


D=4p*-— 2p (p—3)=4p (18 —5p). 


Por eso D3=0U cuando 
0<p<3s6. (1 


Las raices reales x, y x, serán positivas cuando, y sólo cuando, su suma y su 
producto sean positivas, es decir, cuando 


6p 
P3 








2 
a+rqe 3 > 9 =2>0 e 
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El sistema de desigualdades (1) y (2) se satistace en el caso en que 
3<p<36 
Observemos además que siendo p=3 la ecuación examinada en el problema 


tiene una sola raiz x=3 > 0. Por esta razón, lodos los valores buscados quedan 
determinados por la condición 


3<p<35. 
245. Demostremos la afirmación por oposición. Supongamos que sea a 40. 
Entonces, para las raices x, y x¿ tenemos: 


—b4 Y 5—4ac+A) 


+ Sa 





Examinemos ahora dos casos: 
1) Supongamos que sea a >0. Elijamos A de tal modo que se cumpla la 
desigualdad 


En este caso, es evidente que 0%—4a (c+4-2) <0 y, por consiguiente, la ecua- 
ción dada tiene raices irreales, 
2) Supongamos que a <0. Entonces, con lu condición de que 4 >-—<, 


tenemos: 
—64 Pasa c+h) >0 
—+V8 da o, 


y, por lo tanto, la raw 


Asi pues, ambas admisiones conducen a una contradición. La afirmación queda 
demostrada. 


246, Las raices x,, , de la ecuación 24+x-+1=0 satistacen también a la 
ecuación P—1=0. Por eso, "y =x"¿=xP ¿=1, de donde se deriva la alir- 
mación. 


247, Colocaudo el valor de y de la segunda ecuación en la primera, obten- 
dremos la ecuación 
2ax*+2 (041) 1402 0, 1 


ue, por la condición del problema, tiene raices reales para todos los valores 
le A. Demostremos que en este caso a=0. Supongamos lo contrario. Entonces, 
para el discriminante D de la ecuación cuadrada (1) es justa la desigualdad 


D=4 (04 +1)?—84112>0 (2) 


cusiquera que sea el valor de A, La parte izquierda de la desigualdad (2) tiene 
ja forma 


— 44841 
y para valores lo suficientemente grandes en valor absoluto de A es negativa. 
ión (1) es 1gual 





Por ejemplo, para rl el miembro izquierdo de la ecua 
a—321 Esto conduce a una contradición. 
248. Eu la forima reducida, la ecuación dada Liene el aspecto 
(py +20") x4+p9+(04-9)0*=0, 


Calculando el discriminante D de esta ecuación cuadrada obtenemos: 
D=(p+94 2094 [094 (949) 09] =(9—qP+4a1 
Puesto que D3>0 para todos los valores reales de a, p y q, la ecuación cua- 
drada, y al mismo tiempo la ecuzción inicial, tiene raices reales 
249. Examinemos el discriminante de la ecuación cuadrática dada 
(07 + at — 2 — da? 
(0 + at—e* —20b) (0? 40? 4 2ab)= 
(a? lla +69 Al 


Puesto que a+b>c y Ja—=b|<ce, entonces, (a+dP >? y (ab <a. 
Por consiguiente, D < 0. 










250. Por las fórmulas de Viete (véase la pág. 12) tenemos. 
A+ =2 mt AL, n=, 
Valiéndonos de estas iguaidades, obtenemos: 
YANINA dl, 


Yala Ya Y = XX (A) 2, 
Y! 


Por consiguiente, la nueva ecuación tiene la forma 
P—e—2y—1=0. 
251. Sobre la base de la fórmula de Viete tenemos; 
+ px =1, 
XX Lx, =0, 
xt =1. 
En virtud de estas igualdades 
Mhg tg =2 (1 +94) =2 
Puesto que y=1—Yy, Yo =1—xp € ya=1—xy, entonces, 
Yada + Yada + Yaga = (1 — 1) (1 — a) + (1 — 9) (1 — 9) + 
+(1 — 25) (1 —x1)=3—2 (%1 $ X2 49) $412 4 Xa%9 + X= 
y, por lin, 
Yaga =(1 — 1) (Lx) (11) =—1, 
La nueva ecuación tiene la forma 
Py +y4i=0. 
252 Supongamos que sea 
—d, =P, x=04d 


Entonces, x1+x%2 4%) =3p3 por otra parte, por Ja lórmula de Viele x,+xo+ 
+ x,=—a. De aquí $p=—a y, por consiguiente, 


% 








a 
n=p=-5. 


Colocando esta raíz en la ecuación, obtenemos: 


CANA 


pd 195 


de donde 





2 1 
yotzo 


253. Supongamos que x, >0, x¿>0, xy >0 son las raices de la ecuación 
dada. Ateniendonos a la indicación, estudiemos la expresión 


(a +94) (+29) 69 +11) (1 

Para que con los segmentos de longitudes xy, x¿ y x, se pueda construir un 
triángulo es necesario y suficiente que 

(ax — a) (a Y La — 41) (% 4 X1 Mg) > 0. (2) 


Este hecho fue demostrado en la resolución del problema 106 
Para oblener la condición planteada en el problema, expresemos la parte 
izquierda de la desigualdad (2) por medio de p, q y r. Con este fin, valgámo- 
nos de la dependencia entre las raices y los coeficientes de una ecuación 
a ia 
XXX, 
Escribamos ahora la condición (2) en la forma siguiente: 
(—p— 2%) (—P— 2x1) (—p—2xo) > 0: 








=—r 





de aquí 
—P9—2P? (xy +2 + 1x3) — 49 (X1% + XX + X2X9) —8Xp ga > Y 
y, Por consiguiente, 
p*—4pq+8r >0. 


254. Sea xy la raiz común de las ecuaciones, Colocando xp en ambas ecua- 
clones y substrayendo una ecuación de la otra, hallamos: 
rel4 so 
1 — Pe 


Supongamos que xi ax tb es el cociente de la división del trinomio 
AH pyx4q, por x—xp. Entonces, 


Ha q = (10) (1? 4 0x0). 


Igualando en esta identidad los cocficientes de x* a los términos independientes, 
hallaremos: ax, y 0b=—q1/X0. De aquí se deriva que las otras dos raices de 
la primera ecuación se determinan por la fórmula 


4 
; 
a y q 


y las de la segunda ecuación, por la fórmula 





—%o Y a+E 
7 


m0) 
x= 


255. Es fácil comprobar que para Á=0, las ecuaciones no tienen raíz co- 
mún Sea xp la raíz común de las ecuaciones para cierto valor de A 2 0. Entonces, 


162004 1)=0, ) 





1 
Ax (44 1)=0. id 





Multiplicando la segunda igualdad por x, y restándola de la primura, hallaremos. 


A41 
%o a. (2) 


Asi pues, sl exist la raíz común, ella está enlazada con 2 por la fórmula (2 
Se puede comprobar fácilmente que la fracción =E- efectivamente satisface a 
ambas ecuaciones (por lo visto, es suficiente establecer este hecho solamente para 
ln segunda. ecuación), Así pues, las dos ecuaciones (1) tienen una raiz comun 
para cualesquiera valores de 2 + 0. Esta raiz se determina por la fórmula (2) 


266. Primera resolución. Supongamos que xy, x, y x, son las raices del 
polinomio P (x). Por las fórmulas de Viete tenemos 
ARFAARTO, AAA RÁ, 
de donde se desprende fácilmente que 
d+ 043429=0 


Puesto que Xy, xa y x, son reales y difieren de cero (9 0), entonces, ri+ 
+x+x3>0 y, por consiguiente, p < 0. 
nda resolución. Se ve fácilmente que entre las tres raices del polinomio 

P (x) habrá dos desiguales. En el caso contrario P (x) representaría un cubo 
exacto: P (1) wa (x—xoJ*, lo que, evidentemente no tiene lugar 

Supongamos ahora que xy y xa son dos raíces desiguales del polinomio y 
sea x, < xX¿. Supongamos, al contrario, que p>0; entonces, $ < 3 y px px. 
De aquí se desprende: 


P(=Ai+oa +9 < +49 


puesto que P(xa)=0. Llegamos a la conclusión de que P(x,) < 0. Esta con 
tradice a que xy es la raíz de P(x). Por consiguiente, p < 0 





287. Supongamos que Xi, xz Y xa son las raices de la ecuación dada. En 
virtud de las fórmulas de Viete tenemos: 
X1%4 + X1% + Xol =0, 0) 
x1x0%, =b > 0. (2) 
Supongamos al principio que las tres raíces son reales. Entonces, de la condi- 
ción (2) se deriva, que, por lo menos, una de ellas es positiva Si al mismo 
tiempo resultaran positivas dos raíces, entonces, en virtud de la misma fór- 
mula (2) deduciríamos que la tercera raiz tambien es positiva, lo que contra- 
dice a la condición (1). De este modo para el caso en que las tres raíces sean 
positivas el problema queda resuelto. 
Admitamos ahora que x, es una raiz irreal de la ecuación, entonces, como 
es sabido, la ecuación tiene una raiz compleja conjugada x,=X,. Puesto que 
en este caso x,x¿=x,% > 0, de la igualdad (2) obtenemos, 


b 
== >0 
AX 


Con esto la afirmación queda completamente demostrada 


258, Sean a ld, y, las raices de la primiera ecuación y a, B, ya las raíces 
de la segunda. En virtud de las fórmulas de Viete tenemos 





da 0) 
ON (2% 
a+B (3 
ay, =—12. a 
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De las ecuaciones (1) y (3) obtenemos: 


U-M=—4 5 
y de las ecuaciones (2) y (4) 
HA 65 
ma 2 


Resolviendo conjuntamente las ecuaciones (5) y (5), hallamos: 
y=—d0, y=—2. m 


De este modo, si para ciertos valores de a y b las ecuaciones tienen raices co- 
munes, las terceras raices de estas ecuaciones se determinan por las fórmulas 
(7). Colocando y, =—3a en la primera ecuación y y¿=—2 en la segunda, 
ebtenemos: 

—1807+18=0 


3 
—8a*-—20b+4 12=0, 


De aquí se determina el úmico par de valores reales 
a=l, b=2 6 
Colocando estos valores en la ecuación hallaremos fácilmente que 


a 18 (x4-3) (1? 2x4 6) 
y 
42 12=(x42) (1? 21 4-6), 


Por consiguiente, para los valores indicados de a y 6, las ecuaciones tienen 
efectivamente dos raices comunes. Estas raices se determinan por la fórmula 


=-141=3. 


269. Dosignemos la parte izquierda de la igualdad por A. Tenemos: 


Xx 





4190414 D43 014 Y Ye Y WII 
Yavi AV 20 14 VA 
4043 Y 100—2-14%4 =40-+64 


Así pues, la parle Izquierda de la igualdad a demostrar satisface a la ecuación 
cúbica 





P6—40=0 (1 


Es facil comprobar que para x=4 la ecuación (1) se satisface. Dividiendo la 
parte izquierda de la igualdad (1) 4—4 obtenáremos la siguiente ecuación 
para la determinación de las otras dos raíces: 


4444 10=0. 


Esta ecuación liene ralces irreales, puesto que su discriminante D=—24 < 0, 
Por lo tanto, la ecuación (1) tiene la única raiz real r=4 y puesto que A es 
notoriamente un número real, entonces A=4, con lo cual el problema queda 
demostrado. 


260. Es facil ver que la expresión que se examina se reduce a cero si dos 
cualesquiera_de los múmeros a, 6 y e son iguales entre si. De aquí, según el 
o de Bezu, se desprende que debe dividirse sin resto por cada una de las 

licrencias 


b=0. tea), (ob. 
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Esto sugestiona que la expresion dada es el producto de los factores: indicados 
Efectivamente, tenemos: 


e c—o)- 6? (ac +0? ba) =atc—atb pta bib A 
=48 (c—b)—a (0?) 4 be (c—b) =(c—b) la? —ac—ab+ be] = 
=(c—b) Ja (a —b (a—0)] =(C—0) (M— ar fea). 0) 
Puesto que a, b y < son por pares diferentes, la afirmación queda demostrada 






261. Observemos que para x==—y la expresión dada se reduce a cero. Por 
consiguiente, por el teorema de Bezu, se divide sin resto pur x-¿ y. Para eloc- 
tuar la división representemos x---y-+z en forma de lo suma de dos sumandos: 
(«+y) y z. Elevando esta suma al cubo obtenemos. 


(WAPA 
(HAY A A 
=3 491242 (0494 x0. 
El trinomio cuadrado respecto a z, que figura a la derecha cutre corcheles, 


puede ser fácilmente descompuesto en factores, pueslo que es evidente que sus 
falecs son —x y—y. Como resultado oblenemos: 


y (e (240 

262. Multiplicando ambos miembros de la igualdad dada por 

abc (a-+0-+c) la reduciremos a la forma 
(ab be ac) (a+ b-+0)—abe=0. 
Abriendo los paréntesis, obtenemos: 
ab 2abe+atc + ab? + bc 4 bey act=0 
El primer miembro de esta igualdad se descompone fácilmente en factores 
at (bc) 4 ab (c+ 0) +00 (b+c) ++ be (b4 ch 
=(b--c) (a? + ab + ac-J-be) == (b-/-c) (a+ b) (ac). 


Puesto que el último producto es igual a cero, entonices, por lo menos uno de 
los factores es igual a cero, de donde se deduce la afirmación del problema. 





263. Sean az y $ las reices del trinomio cuadrado x*-+px+-q. Si el binomio 
xa—1 se divide por el trinomio indicado sin resto, entonces, a y f son raíces 
del binomio. Se ve fácilmente que es justo también lo opuesto” si y B son 
raíces del binomio x*—1, entonces, éste se divide por %4-px4 y sin resto *). 

Las raíces del binomio x*—1'son los números 1, —l, 1, —i, Por eso, 
tiene lugar la descomposición 

(4) =(—1) (141) (00 (441) (1) 

En virtud de lo dicho más arriba los trinomios que nos interesan pueden 
ser solamente aquellos que representan un producto de los dan factores que 
figuran en la parte derecha de (1) 

Componiendo todas las combinaciones posibles hallaremos C, (4) 6 trinomios. 
=D er i)=r—1, 
E) A—=09=4=(040x4d, 
il) adi = Ai — dx 
(4D RO =P lx 
PD A+O= 84140 xl 
Gili =x"8+L 

Con estos por lo visto se agotun todos los trinomios buscados. 














*) En este caso, si =P, el número a debera ser catz multiple también 
del dividendo. 
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264, Representando el polinomio dado en la forma 
Max (er pp, 
dividamoslo por la diferencia x—1 valiéndonos de la fórmula 
AH—1 
==1 





lex 100 


Como resultado en el cocrente obtendremos el polinomio 
PR a Il), 


Para que este polinomio se divida por x—1 sin resto, en virtud del teorema 
de Bezu debe cumplirse la igualdad 


n—a (n—2=0. 
Por eso la divisibilidad tiene lugar pura cualquier número entero positivo 


a 
1n>2y4=—, 


n—2 
265. De las condiciones del problema se desprende que 
play=A, 
p(0=B, 1 
p(e)=C. 


Dividivudo el polinomio p(x) entre (x—a) (x—0) (x—c), representémoslo en la 
Jorma 
2) =(- 0) ID (LC) 9 xr tx), (2 


Es evidente que r (x) es un polmonmo no superior al segunda orden. Escribién- 
dolu en la forma 
r0=1é mija, (8) 


coloquiemos cn la identidad (2) sucesivamente x=4, x=0, x==c. En virtud de 
la igualdad (li ubtendremos el siguiente sistema de ecuaciones para la deter 
minación de los coeficientes 1, mu y 1 del polmomio (3); 
mad 
1+mb+n=8, 
ld men a E, 


(4) 


Resolviendo este sistena hallaremos: 

AB 00) (B—C1 (at) 

y DP) la=) 7 
AE 


1 











mó (Be — Cb) 4 a (CIR 214 A (880 — Ch) 
NOA) y 





Observación Para x=a. x=b y x el polinomio buscado r(x) toma 
respectivamente ls valores A. B y C. Es fácil comprobar que tal. polinomio, 





* La lormula (1) se comprueba con facilidad directamente, es más, ela 
oincido con la fórmula de la suma de k términos de una progresión geomé: 
rica. 
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no superior al segundo orden, cs el siguiente: 


GaDU—O_ gU—0—0, ¿ira 
aha bayo UA 





15) 





Puesto que el sistema (4) tiene una sola solución, entonces, existe solamente 
un polinomio con la propiedad indicada y. por consiguiente, 7 (x) coincide con 
el polinomio (5) 


266, Por lo visto, la fórmula es justa para n=1. Supongamos que la fór- 
mula es justa para cierto número mn, demostremos que enlomes ella será tam. 
bién justa para n-+1. Designando por S, la suma que figura en la parte 12- 
quierda de la fórmula a demostrar, tendremos: 


Mba tm Din Dín 3) 





Sar 





Sn + 
A ltd 042) 
o se 
De aqui, de acuerdo con el método de inducción matemática, se deriva la vali- 
dez de la fórmula para cualquier valor entero positivo de 


267. Sea S, la suma que figura en la parte izquierda de lu fórmula, Para 
n=), ambos partes de la fórmula coinciden. Demostremos ne si la fórmula es 
justa” para cierto número 1, entonces será tambien justa para n-+ 1. Tenemos: 


Siesta EMBED 4 19 


+47 46) a Dll 24 Bi 
= > - _ PE! 
la Ja 








CACA 1) 


% 
Por consiguiente, la fórmula es justa para cualquier 1 entero positivo 


268, Para nl es fácil convencerse de la justeza de la afirmación. Supan- 
gomos que la fórmula sea justa para cierto valor de n=>1 Designemas por Sy 
Ía suma que figura en la parte izquierda de la fórmula Tenemos. 

] = 
(a+ D(n+21tn43) 





Syri=Sn + 





n(m 3 





“ina taTint 
De aquí 
ATEN] ms lt 
Spr= 


IMANES TIERRA 
in loli 31 
Fa ha Eh 21 





Por consiguiente, la fórmula es justa para cualquier valor entero positivo de n. 


269. Por lo visto, la tormula es justa para n=l. Supongamos que ella sea 
justa para cierto valor de n= 1, es decir. 


(cos y 4 1 sen qu" =c08 ny bi sen nq- (m 


Para convencerse de la justera de la tórmulo para +1, iultipliquemos ambas 
partes de (1) por cos: + isen q. De acuerdo con la regla de multiplicación dle 


201 


numeros complejos, obtendremos: 
(cos q +1 sen qye 1 (cos aq (¿sen q) (cos q—isenqy= 
=1c0s mp Cos q —sen mg sen q) +1 (cos ng sen q+ sen mp ens q)= 
=cos (n+1) + isen(a+ 1). 
Por consiguiente, la fórmula es justa pura cualquier valor entero positivo 
den 


270, Es evidente que apb=1 y ab= 
puede escribir que 





. Aprovechando este hecho se 


a 





dy = 4 b)= == = = 2 
Ay 4, (ai 6) vY3 Y3 Y3 
o bien 
O a — ao 
de donde 


Anti = Up Oro 


De aqui se deduce que si para cierto valor de 1, los números a,-1 Y 4, Son 
enteros y positivos, entonces, también a, y, y, por consiguiente ay4y, dpez -.. 
serán múmeros enteros y positivos. Pero como a, =1 y a¿=1, por lo tanto, para 
> 2 todos los valores de a, serán enleros y positivos, 


271. Para n — 1 la desigualdad es justa, Supongamos que seo justa para cierto 

valor de 1 Multiplicande ambas partes de esta desigualdad por 1-4-4y+1 > 0, 

lallaremos que 

Uta) lar. UU a Y A 4 A 0) (140 11)= 
Bla pas eh A O gd + Eo 

Puesto que la sima aj0,+1 009410. 042/41 >0, entonces, de aquí se 

deduce que la desigualdad también es jusla para AE 1, 





272. Ante tulo nos convencemos de que la [órmula es válida para n=1. 
En efecto, para n=1 la formula tiene la forma 


a 2 

(1 on =(9) tn + (1) (0 6) 0 
Valiendose ahora de la definición de potencia generalizada, se hace evidente 
que ambas partes de la fórmula (l) son iguales a a-)-ó y, por consiguiente, 
efectivamente tiene lugar la igualdad. 

Supongamos ahora que la fórmula es válida para cierto valor de n y de- 
mostremjos que sera también válida para n+1. De la definición de potencia 
generalizada tememos 
(a+ harta y ta o) (9) (a + (7) 0h (a+ ++ 

1) Co ++ (5) (ha 00] (0 +50) 


Abriendo aquí los corchetes, transformeinos cada uno de los 1-+ 1 sumandos por 
la fórmula 


6) SS 
= (5) (00040 (rn (y) 10 (dama (a Ly 


= (4) (OeratOa (o) (ade (On 





Como resultado oblendremos: 
ct = (9) 0 + (9) tado a (1) (01 Oe 
+) art) O Ot (E) Ort + 
+() Wen bet (5) Ox 0n 





Después de reducir los términos semejantes tendremos 
(8) at + [+ (7) m+ 
[+0] at ++ (41)] tt + 
+2) +0) ] entr 4 (2) tas Oo 
Aprovechando, a continuación, el hecho de que 
+1 1 
O E 
y la identidad fácil de comprobar 
(+ 040=Gh0 
obtenemos: 
ro") tn (0) ca + 
¿("Prat + (E) Or Maat + (030) 000, + 
+(010 (0Ju+a (Oo: 


Por consiguiente, hemos demostrado que si la Iórmula, expuesta en la condición 
del problema, es válida para cierto valor de a, entonces es también válida para 
nep 1. Pero ella es justa para n or consiguiente, de acuerdo con el método 
de inducción matemática completa, es válida para odos los valores enteros 
positivos de n. 





273. Sea ri) la distancia entre los trenes cn el múmento de hiempo £. 
Entonces 


PA) =(0— 0, opt = (0H ob) 2 (av, 4 b0,1 1 ate 


Observemos que si ri(t) tiene el valor mínimo para f=f,. entonces, tambien 
r (£) adquiere el valor mínimo cuando £==/4. Es justo y vicoversa El problema 
se reduce a la determinación del valor minimo del trinomo cuadrado 7? (£). 

De acuerdo con la fórmula (4) en la pág. 47 el valor minimo de 7*(£) y, 
por consiguiente, de r (2), se obticne en el momento de tiempo 





— Mir bs 
ES ET 
+ 


Valiéndonos a continuación de la fórmula (3), hallamos la listancia mínima 
entre los trenes: 


tu 


ya Goa 03) 400 bt dare 


Aluior o) NS 








rito)> 
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274, En el momento. de tiempo f el eoche se encuentra a la distancia de 
40 £ kim del punto A y la motocicleta a la distancia de En4o km del misino 


punto. Por consiguiente, la distanera entre ellos es igual al valor absoluto de la 
diferencia 16124840. Designando esta diferencia por y (1), tracemos el gráfico 
del trinomuo cuadrado (1) (ig. 4). Este gráfico representa una parábola que, 
para los valores ly y (272, imterseca el eje £. Del gráfico está claro 
que la ordenada de mayur valor absoluto y, para la condición 0/2, co- 

rresponde al vértice de la parábola, El vértice de 
la parábola se encuentra en el eje de simetría que 
eruza el eje £ en el punto 








Así pues, la distancia máxima eutre el tren y la 
Imotocicleta se alcanza al cabo de 1 hora 15 minutos 
después de iniciar el movimiento y es igual a 16 km 


275. Designemos la expresión que se analiza 
por y y transformen sla de la siguiente manera: 


y= log! «+ 122108? x (Hlog 8—*log x) = 
log x log! — 12 log +30) Mogx (6— log, 
Jlagamos a continuación *logx=2, de modo que 


05255, Entonces, el problema se reduce a la 
determinación del valor máximo de la variable 








y—2 63 
FIG. 4 Es suficiente hallar el valor máximo de 
z(6-—2) con la condición de que 0256, puesto 
que cuanto mayor es un número positivo tanto mayor es el cuadrado de este 
número, El trinomio cuadrado z(0—2)=—(2—3F+-9 alcanza su valor máximo 
para 2=3. Así pues, el valor máximo se consigue cuando 2==3 y es igual a 8l. 


276. Primera resolución. Por lo visto es suficiente examinar solamente los 
valores positivos de x. De acuerdo con la conocida desigualdad (8), pág. 22 
tenemos: 





EA a va m0) 


Por consiguiente para todos los valores de x > 0 





x x 
> 2) 
“Enya 170 La 


Puesto que (l) pasa a wr una igualdad cuando axt=b, entonces, para 


h 
so Y tomamos 





A (3) 
Yo 2145 1) 
En virtud de (2) éste es precisamente el valor máximo de la unción. 
Segunda resolcion. Resolviendo la relación 
vu 3) 


Taro 


respecto a x, obtendremos: 


5 





De la fórmula (5) se desprende gue para todos los valores reales de x debe 
cumplirse la desigualdad 1—4aby? >0. De aquí 


+ (6) 
al 


Puesto que para cierto valor real de xp la función (4) adquiere el valor 
b 


), entonces, en vir- 


Ye “aa de la formula (5) hallamos que x= 





lud de (6) este valor es el máximo. 


277. Por medio de las transiormaciones evidentes, obtenemos. 


Lada e MN -— 2 
xl So et a 


En virtud de la desigualdad (3), pág. 22 





142 
PR (0) 





con la particularidad de que el signo de igualdad en (1) tiene lugar solamente 
en el caso cuando 


2 
Lx= 70 Ss decir, para 9 V 2-1 
Así pues, para todos los valores de xy>0 


cn A 
2422 o 





y el signo de igualdad en esta fórmula tiene lugar cuando 
1=Y 2-1. 
278, Tomemos el eje numérico y marquemos en él los puntos A, B, Cy D 


correspondientes a los numeros a, b, e y d. El punto con la abscisa variable x 
lo designaremos por M (fig. 5) Examinemos los cinco casos siguientes, 





1) x<a; entonces 
p(x)=MA+ MB+MCH MD=AB+42MB +-2BC 4-CD. 


De aquí está claro que q (x) adquirirá su valor minimo en el caso en que el 
punto M coincida con el punto A y que este valor será igual a 


3AB+28C+CD. 
2) a<x<b; en este caso 
p(1)=AM+MB+MC+ MD=AB+2MB |-28C-+CD. 


La función (x) adquiere su valor minimo cuando el punto M coincide con el 
punto B, este valor es igual a 


AB+2BC4C0 
3) 6<x<c, pura estos valores de x la función q (x) es constante e igual a 
AB+2BC+-C0. 


4 cSx<d, la función q (x) adquiere su valor minimo para x=c, este 
valor es también igual a 
AB+2BC+CD. 
$) x32 d; el valor minimo de la función q (x) es igual a 
AB+28C+-3CD. 


Comparando los resultados obtenidos vemos que el valor minimo de la 
función q (x) es igual a AB+4+-28C4CD, o bien 


ba+ cb +hde=d+o—b—a. 
La lunción y txi adquiere este valor en el caso cuando 
bexac 


779, Sea 1 el módulo y «y el argumento del número complejo 2 (130, 
0e54 < 2). Entonces, 2=r (cos q +i sen q) y la ecuación dada toma la forma 


1% (eos 2d sen 299) 41 =0, 
De aqui, o bien 1=08 y 2=2,=0, o bien 7 cos 2 + | + ir sen 2p=0 y, por con- 


siguiente, 
sen 2y=0, ) 
reos 2p4+1=0, 


A la primera ccuación la satisfacen los valores q =0, n/2, n, 3a/2 y puesto 
que en virtud de la segunda ecuación cos 2 < 0, quedan salamente los valores 


5 y 4=3m/2 Además, de la segunda ucuación hallamos en ambos casos 
que r=1, así que oblenemos dos soluciones más 





E 
tas), 2321 (cos ise 7) 


4=1 (cos 


280. Representemos a 2 en la formo 2=x+ iy. Entonces, la ecuación 
E 1 toma la forma 





IP =(— 84 y 


De aqub 10 y, por lo tanto, 2=6-+19, Colocamos este. valor en la ecuación 
2-12 

2—81 - 
vcuación toma la forma 








Entonces, después de las correspondientes simplificaciones la 





y — y + 136=0. 
De aquí 





LB 136 + 0554 —B19 
he 7 3 a 


es decir, y =17; y, =8 
Respuesta: 2,0 174, 2,6480. 
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281. Para simplificar la escrtura hagamos El producto que se 





14 i 
2 
examina 
EE 


tiene la misma forma que el producto en el problema 230 Designemos este 
producto, para simplificar la escritura, por P. 
Procediendo del mismo mudo que en el problema 230, hallaremos 





y, a continuación, 


mr 


1-2 Mm 





14 se 
ó [( 7) ] 
Observemos que para n>>2 tenemos (*"=(11)2"72=1. Por consiguiente, a 
virtud de (1), para 1=>2, tendremos que 


pan 





— y Patito (1), 


Para n=1 tenemos: 





Respuesta 


¿5 
PD 


282, Puesto que la substracción de números 
complejos gcométricamente se efectúa por la 
regla del paralelogramo, el módulo de la dife- 
rencia de dos números complejos |2"—2"| es 
igual a la distancia entre los correspondientes 
puntos del plano complejo. Por consiguiente, 
la condición [225115 la satisfacen los 
puntos del plano complejo que se encuentran 
«entro y en el margen del círculo con el centro 
en el punto 2p=25i y de radio igual a 15 (fig. 6). Del dibujo se ve que al nú- 
mero de argumento minimo le corresponde el punto 2, en el que la recta trazada 
desde el punto O es tangente a la circunferencia. Del triángulo rectángulo 
02,2, hallamos que x, =J2 e yy 16. El número buscadosera 2, =>12- 16í. 





FIG 6 


283. Demostremos que para representar el número complejo a+4bi en la 
forma 





add = E (1 


es necesario y suficiente que 


La+04] 





y a4big—L 
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Demostremos la necesidad. Supongamos que se satisface la condición (1). Entonces 











A Y 3 ME 
lao. 
puesto que | | —ix]=|1+ix|= Y TEX. A continuación, 
ix 
TE 
ya que de Jo contrario tendriamos que l—tr=—1—ix, es decir, 2=0, 


)emostremos la suficiencia. Supongamos que sea |a+bi]=1'y a+hi2—l. 
esmas argía+b)=0, donde —1 < a <a. Observemos que a 21 en virtud 
de la condición a-+bi+—I. Ahora tenemos: 





a+h=|a-+bi| (cos a +1 sen a) =co0s 24 sena. [0] 
Pero 
a a 
Ig 5 245 
AL A 
tó OS 


Colocando estas expresiones en la parte derecha de la fórmula (2), tendremos: 


y 
tez) He a 
TER" 











a 
[ Lg) (it 85 





donde =-t85 


284. Sca 2=r (cos p-+4sen q); entonces 
[2412 WE cos 24 Ilse > ALI cos ppt: 





14 rt (200s 29—1)+1=0 


Hagamos +=0; |2| adquire su valor máximo cuando adquiere su valor 
máximo f. Tenemos: 


qu 12092 + VIP cos A 
99 EIA 


Puesto que nos inleresa el valor máximo de f, delante de la raíz debe tomarse 
el signo mas. Es fácil ver que el valor máximo de f se consigue cuando 


cos 2p=—1, es decir, cuando + Fste valor es igual a YA. Por 
consiguiente, el valor máximo [2] es igual a 
V: AVES 
7 7 
285. El ángulo entre dos rayos vecinos es igeal a 2%. Designemos por 
dh. dos +. las distancias desde A. hasta las bases de las perpendiculares bajadas 
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sucesivamente a los rayos que parten del punto A (fig 71 Es evidente que 
tenemos: 
2 
dsd (cos 2) fk=1,2 ...) 
LE 
La longitud de la hésima perpendicular es igual a 


7] 


2n y 
NR 


2n 2a 
La =dg. ¡sen disen (cos 
La longitud total de la quebrada de m eslabones será 
2 2,/ a e 
asen 22 [1 cos 4005) Z A 
La longitud L de la quebrada enredada infinitamente se obtendrá al aumentar 
jlimitadamente m y se expresará con la suma de los términos de una progresión 


geométrica infinitamente decreciente cuyo denominador es qm E y el pri 


la 
mer lermino d sen 


Al aumentar a la longitud £ aumenta y al aumentar ilimitadamente » aumenta 
ilimitadamente L. 


286. Primera resolución. Sea labcde el número buscado inquí las letras 
a, b, e, d y e significan cifras de los órdenes respectivos). Evidentemente, e=7, 
ya que lalede x 3=abcdel. Después de multi- 
plicar 7 por 3 el dos pasa al siguiente orden, por 
eso, el producto d x3 deberá terminar con la 
cifra 5. Por consiguiente, d=5. Tenemos que 
labe 57»3=abc 571. Razonando análogamente 
hallamos que c=8, ar por fin, am=4. El 
número buscado es 14285; 

Segunda resolución. Supongamos de nuevo 
que labode es el número buscado. Hagamos 
abode =x, entonces, el número huscado es igual 
a 105 4x. Según la condición del problema te- 


nemos que 
(105 + x)3=10x+1, 


de donde x= 42857. Por consiguiente, el número FIG. 7 
buscado es 142857. . 7 





287. Puesto que p es divisible entre 37, se puede escribir 
p=100+10+c=37%, 
donde + es un número entero. Es evidente, luego, que 
q =1005 + 10c-+ a= 109 —999a =370+—37-. 
Por consiguiente, g también es divisible entre 37, 
Razonamientos análogos sirven también para el número 7. 
288. Tenemos 
A=w"+(1+1P+(n+2=3n +9n* + 1ón +9 





Por lo visto, es suficiente demostrar que 

B=3n*+ 15n=3n (124 51 
es divisible entre 9 Si n=3%, donde % es un número entero, entor 
divi ble entre Y Para n=344+1, 45=9%%-6846; para n-3k42, 
¿2 4-12% 1-9. En umbos casos n*-j-5 es divisible entre 3. Por consiguiente, 
en todos los casus B es divisible entre Y. 











289. Primera resolución. La suma S, se puede representar cn la siguiente 


forma 

=0043 (1? +20+1)—9=(0— 1) (1+1)4+3 (14 12 
El primer sumando es divisible entre 3, puesto que es el producto de tres 
números enteros sucesivos (uno de ellos es obligatoriamente múltiple de tres) 
Por consiguiente, también la suma S, es divisible entre 3. 

Segunda resolución. Realizamos la demostración por inducción, Para n=1, 
Si == 12 es divisible entre 3. Supongamos que para cualquier valor de 1 la 
suma S, es divisible entre 3. Tenemos: 

Sal (+ LS (+ 1143 =S 43 (1? + 3043). 
Por consiguiente, Sn+, también es divisible entre 3. 


290. Las bolas se han colocado en la base de la pirámide en forma de 1m 
irtangulo equulátero. Supongamos que el lado de este triángulo contiene n bo- 
las Entonces, en la base de la pirámide habrán n+(1—1)+(n—2)-+...-+ 


48724 pa bolas: La segunda capacde la pirámide fiene 


1 
M—D+(M—D+...+34241= Ja 


bolas. La tercera liene 








(n—2) (n— 1) 
2 


bolas y asi sucesivamente, La última, la capa superior, se compone de una 
sola bola. En total en la pirámide hay 120 bolas. Por consiguiente, 


met), de, MAD 34 23,12 


et 
La parte derecha de la igualdad es igual a 
nta+ Da 2) 








6 
(véase el prublema 265, pág. 201), por consiguiente, para la determinación de 
a obtenemos la cenación 
nia+)(n2=72. w 


Esta cenación liene una so'ución evidente n=8. Para hallar las demás solucio- 
mes de esta «enación pasamos 720 a la parte izquierda y dividimos el polino- 
mio oblenidr por n—8 El cociente de la división será igual a n?+1ln4-9. 
Puesto que las raices de uste último polinomio son irreales, la ecuación (1) no 
tiene mas soluciones enteras que 1=8. Asi pues, en la base de la figura pira- 


midal hay a 
CATA 
MS 





bolas 


291. Puesto gue la cantidad de cajones llenos es igual a mm, la cantidad de 
cajones metides será igual a mé. De aquí se deduce que la cantidad de todos 
los cajones (junto con el primero) es igual a mé+ 1. Por consiguiente, la can 
lidad de cajones vacios es 


meti —m=m (+1) 41. 


GEOMETRIA 


A. PLANIMETRIA 


1. Problemas de cálculo 


292. Tracemos la bisectriz del ángulo A (véase la fig. 8) Esta bisectriz 
intersecará el lado 8C en el punto D y lo dividirá en partes proporcionales 
a b y e. Observeimos a continuación que el A ACD es semejante al A ABC 
puesto que tienen el ángulo G común y el ángulo CAD es igual al 8. De aquí 





ACZBC, bo 
TD AC” “a 
Ti 
Por consiguiente, 
a FF 
£ 
LAS, 
PA 
a ÁS 
4 z dd 4 2 d 
FIG. 8 FIG“ 


293, Sea AD la bisectriz del ángulo recto A en el AABL y DL] AC 
(fig. 9). Puesto que 


LDAE=Í, entonces, AE=DE=2 


+7 


donde x=AD es la longitud buscada. Es evidente que 











De aquí 


294. En el triángulo ABC (fig. 10) O es el punto de intersección de las 
modianás AD y BE; ÁC=b, BC=a. Hallemos AB=c" 

Supongamos que OD=x y OE=y. Valiéndonos de la prupiedad de las me 
dias, de los triángulos A08, BOD y AOE hallaremos. 


west, aime, arq limo 
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Eliminando x e y, obtendremos: 
apor 
FA 
E 
Las condiciones de existencia del triángulo con los fados a, b y €, adquieren 


la forma 
Sapo > a, Sab < aq 


La primera desigualdad, evidentemente, se cumple cualesquiera que sean a y 0, 
mientras que la segunda se transforma en lo sigujente: 





a Eo 0 «0, 





vIG 10 FIG 11 


Resolviendo esta Jesigialdad respecto a >. definitivamente obtendremos: 





205, Admitamos que ZACD=ZDCE=¿ECB=4 y CE=x, CD= 
(lig. 11). Para el área del Triángulo ABC se pueden escribir las tres expresio: 
nes siguientes. 








y 1 
Saco+ Spca=3y by sen a+ y ay sena, 


l 
SarietSaco=xy bxsen da + q exsen a, 


1 
Saco+SoceSeca=q lysen a+ ay sen a+ arena. 


Igualando las partes izquierdas de estas igualdades y temiendo cm cuenta la 
condicion del problema obtendremos un sistema de tres ecuaciones: 


Xx 
Lacosa=x+a e 


Besa yo, 
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296. Designemos pur S el area del triángulo dado ABC (Hig 12) y haga 

mos - . Entonces el área del A ADE será igual a iS y el área del 

A ABE, igual a xS. La condición del problema conduce a la ecuación 
1S—xeS=k, 





resolviendo la cual obtendremos 





7 
ya 
E 7 


El problema es soluble si S3>44* y trene una o dos soluciones en dependencia 
de que sea S > 4kt o S=48% respectivamente. 


y 
L£ 
2 
O A 
FIG. 12 


FIG. 13 


Ss 





297. Designemos por S el área del triángulo dado ABC, Los triangulos con 
áreas iguales a S,, S¿ y Sy, obtenidos según la construcción indicada en la 
condición del problema, son semejantes al A ABC (fig. 13). Por eso, sus árcas 
son entre sí como los cuadrudos de sus lados semejantes, de donde 


D SA £0 Sa, 
e VER VE 
Sumando estas igualdades miembro a miembro, hallaremos 

STO 
298. El tercer lado del triangulo, igual a la altura bajada a este lado, lo 


designamos por x. Haciendo uso de dos expresiones ¡rara el úrea del triángulo 
dado, ubtendremos la ecuación 


Y EE Po — 
2 E 








Resolviendo esta ecuación, hallatemos: 





A qe +2 V3RIA—d). mi) 


La condición indispensable para la solubilidad del problema es la condición 
IS A 2 


Si se cumple esta condición, ambos valores de 2 en (1) son positivos. Es fácil 
comprobar que si se cumple (2) también se cumplirán las desigualdades 


b+e> rz|b—el, 
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ademas, el signo de igualdad tendra lugar srlamente en el caso en que sea 
10, Esto último tiene Jugar cuando, siendo b=0c, en la igualdad (1) se toma 
delante de la raiz cuadrada el signo menos. Por consiguiente, en el caso cuando 
b=« el problema tiene una sola solución 


E» 
V5 
Si b%c, el triángulo existe solamente en el caso en que se cumpla la desigual- 


xo b. 


dad 12). Resolviendo esta desigualdad respecto a q" hallaremos que es equiva- 
lente a las siguientes desigualdades: 


a 
2 e Y EN e) 
415 2 


Por consiguiente. para 6% c existen dos triángulos, sl ambas desigualdades (3) 
se eumplen con el signo <, y uno, cuando por lo menos una de las desigual» 
dades se cumple con el signo ==. 





FIG. 15 


299. Supongamos al principio que el A ABC es acutángulo (lg. 14). 
Entonces 





Sanc=Samc =Seac +Scua FS acer (1 
Tenemos: 


$ AB, AC, sen => 





Sac, AB cos A- AC cos Asen A= 





sl 


= AB-ACsen A cost A=Sapc cos? A 
y análogamente 
Seña =Sapccos* B, Saca, =Sanc cos* €. 


Colocando estas expresiones en (1), despues de las transiormaciones evidentes, 
obtendremos: 


3auC 1 cos? A — cos? B—costC, Y 
Sanc 


Si el A ABG es vblusangulo (tig. 15), en vez de (1) tendremos: 
Sapc+Sam,c=Sp, ac Scan +S aces 
y, correspondientemente, en vez de (2) 
Sama 
Sayc 


Yuma cost A cost B4-cost C—L, (6) 
Sans 
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Por fin, si el A ABC es rectángulo, Samy, 0, lo que, como es tácil 
comprobar, resulta: también de las fórmulas (2) y (3) 


300. 1) Sean BO y CO las bisectrices de los ángulos internos del A ABC 
(fig. 16). Es fácil ver que los triángulos BOM y CON son ¡sosceles. Por consi- 
guiente, MN=BM o 

2) La dependencia MN=8M4CN es válida también para el caso de 
bisectrices exteriores. 





FIG. 16 FIG 17 


3) Si una de las bisectrices es interior y la otra exterior (fig. 17), enton- 
ces, de los triángulos interiores BMO y CNO hallamos que MN =CN—BM, 
cuando CN > BM, y que MN'=BMCN, siendo CA < BM. Así pues, en 


este Caso 
MN =|CN—BM|. 


Los puntos M y N coinciden solamente en el caso (3), s1 el A ABC es 
isósceles (AB= AC). 





301. Tracemos a través del punto P tres rectas paralelas a los lados del lrrán- 
gulo (fig. 18). Los tres triángulos formados (rayados en el dibujo) tambien son 








FIG. ls FIG 19 
regulares y la suma de sus lados es igual al lado AB=a del triangulo ABC. 
Por consiguiente, la suma de sus alturas es igual a la altura del A ABC, por 


lo tanto. _ 
PDPPL+PF=" a 





La suma BD+CE+AF es igual a la suma de los lados de los triángulos 
rayados más la suma de las mitades de estos lados, o sta, 


BD+CF+AF=Í a 


m5 


Por consiguiente, 
PD+PE4+PF_ 1 


BD+CE+FAF y 3" 


302, Sea O el punto de intersección de las medianas en cl A ABC (ig. 19) 
En la prolongación de la mediana BÉ trazamos ED=0F. Según la propiedad 


de las medianas los lados del ACDO son ¡iguales a 2 de los lados del trián- 








gulo compuesto por las medianas. Designando el área de este último por Su 
tendremos: 


3 
S:=7Scno- 
Por otro lado, el ACDO está formado por dos, y el A ABC por seis triangu- 


los equicimensronales al A CEO. Por eso, 


1 
Sepo— 3 5anc: 


Par consiguiente, 


pe 
Sanc + 





303. Supongamos que sea ABZ el triangulo dado (fig. 20). El área del 
A4CO8 €s igual a Lar, y el área del [ACOA es igual a Or. Sumando estas 





1 





4 97. 
FIG. 20 FIG. 21 


magnitudes y expresando el área del A ABG por la fórmula de Heron, obten- 
dremos: 


donde 





304. Sea RP ol radio de la circunferencia circunscrita y r el radio de la 
circunferencia imscrila. Entonces (fig. 21) AB=2R y 


=r cot E. E 
AB=r cotz +1 colg=- 
De aquí 
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Además, 


a,b_a A 
PER q) 
es decir, 
CA B 
pi 
CATA s 
cotgS+colg 3 
de donde 





cotg Fcotg hs 
Por consiguiente, cotg£ y cotg 5 son iguales a las raicos de la ecuación 


cuadrada xi-—5x46=0. 
Definitivamente obtenemos: 


a=2argh. P=2arotg 


305, Designemos por a y $ tos lados del rectángulo dado y por q el ángulo 

entre los lados de los rectángulos dado y circunscrito (fig. 22 Entonces, los 
lados “del — rectángulo circunscrito — serán 
iguales a 


acosq+bseng y aseny+cos ip 


2 e 





FIG, 22 


Según la condición del problema 
(a cos q +bsen q) (a sen q +b cos q) == im, 


de donde hallamos que 
2 95 2er — ab) 
sen 25 "AER 
La condición de solubilidad del problema será 0<sen?24 <1, lo que es 
equivalente a las siguientes desigualdades: 
Viene 
y2 
306. Si el Z AED=ZDEC (fig. 23), también el ZCDE= DEC, de donde 
CE=CD. Por consiguiente, E es el punto de intersección del lado AB con la 
circunferencia circunscrita desde el centro C con el radio CD. El problema es 
soluble si AB=BC, ademés, tiene dos soluciones cuando AB > BC E Una sola 
solución cuando AB=8C. (Él punto E, en la fig. 23 corresponde a la segunda 
solución). 
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307. Tl la 





Lateral se ve desle el vértice de la hase inferior bajo el ángulo 
5 (big 24) y la lea media es igual al segmento desde este vértice hasta cel 
ple de la altura basada desde el vértice opuesto, es decir, Acotg<7. Por com 


siguiente, el área del trapecio es igual a 


Ñ S=ifcotgh. 
308. Los puntos medios de las diagonales E y 


E del trapecio se encuentran sobre su línea media 


MN dig. 25) Pero, M E. Por consi- 





fuente, 





309, El paralelogramo está compuesto por 8 

HG 24 triángulos equidimensionales al triángulo AOÉ. La 

figura (el octacdro) obtenida por medio de la constric- 

ción indicada también está compuesta por 8 triángulos equidimensionales al 


APOQ (ig. 25). Puesto que 0P=>,04 (por la propiedad de las medianas 


en el A DAE) y 0Q=-0L, entonces 


Senq=5 Saog 





Por consiguiente, la relación buscada «s igual a + 





d 
FIG. 25 FIG. 26 
310. Lis evidente que KLMN es un paralelogramo (fig. 27), además KL = 


Ss z AQ. Por consiguiente, 


2 21 1 
Sunv=5 Sas =q 0 





311. A las dos cuerdas dadas de longitudes 2a y 2b les corresponden los 
Ángulos centrales 2a y 28, donde 


¿QA par 
me mb 


El arco igual a 2Z(0 + B) está formado por la cuerda 2c, donde 


c=kisen(a 4 $1 
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312, El área buscada vs igual a la suma de las áreas de dos sectores cuyos 
ángulos son2a y 28 (fig. 28) menos el doble del área del triángulo con los 
lados R, r yd: 


S=Ria=rfp—Rdsna 
Para hallar los angulos a y $ tenemos dos ecuaciones 


Rsena=r sen f, 
Reos a+ cos $ 









FIG. 27 EIG, 28 


resolviendo las cuales, hallamos. 


de 
cos == 





Por consiguiente, 








PRA, Peri Re >% ERAN 
SR arccos LE arco E Ra Y (E) 


313. Sea K el punto de contacto de las dos circunferencios de radivs r y 74 
y Pel pie de la perpendiculor bajada desde el centro O, de la tercera circun- 

ferencia a 00, (lig. 29) Haciendo KP= 
=x, tendremos: 


AB=2V RE 1 





FIG. 29 FIG. 30 


El valor de x se determina de la ecuación 


RE REA 
y es igual a 





219 


Colocando este valor de x en (1), oblendremios; 


PATA 
ren 








314, Scan O, y 0, respectivamente los centros de las circunferencias de 
radios R y r y O, el centro de la tercera circunferencia. Supongamos que sea 
x el radio de la tercera circunferencia y P el punto de tangencia de éste con 
el diámelro 0,0, (fig. 30). Aplicando el teorema de Pitágoras a los triángulos 
0,04P y 0;0,P, obtendremos la igualdad 





0/0 =0,P2+10,0,+ Y 0,0 —0,P3. 
Colocando aqui los valores 0,0y=1+x, OP=x, 0,0,=R—=r, 0/0 =R=x, 
obtendremos ima ecuación respecto a la in- 
cógnita a 
ram (Rd VR, 
Resolviendo esta ecuación, hallaremos que 
R—r 


RR 


% 


315, Sean O,, O, y O, los centros de las 
tres circunierencias iguales y O el centro del 
circo de PS lo 7 die oa Deincme 
por Sora, el árca del Al » Por Sao, 
el arca del sector A0¿8, entontes, el Area 
buscada será 





1 A 
S=35 (Somo —3S40,n 11?) 10) 
Si R es el radio común de las tres circunferencias, entonces 


Y3 (RHN, 


RG 


de donde 






Y 
=P 





R =84+2/3)r, 


A continuación, hallamos: 





Soo0=2RR VI=V3 R*=3(1247 Y 3)r2, 


1 as 
Sam == (a VD) 
y por la fórmula (1) obtenemos definitivamente: 
so 947 V3-(E+243)m0] 0. 
316. Sea 0,D | 0,0, (véase la fig 32) Tenemos que 
005=0,04+0,0*—20,0-0,D=0,03 +003—200,:DOy, 0 
donde 0,0,¿]4-Er, 0,0, =b+r, 0,0=(a+6)—a=0, 
00, =(a+b)—b=a. 
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Haciendo O,D=x, escribamos la segunda igualdad de (1) en la forma 
(a+ 14620 =(04- 1 +a?—2a (0 +b—x), 
de donde hallaremos que 
rap igr 
Ahora, la primera igualdad de (1) tomará la forma de una ecuación con una 
incógnita 7 
(a+b—rP=(0 114622 (o + 








FIG. 32 FIG 33 


Resolviendo esta ecuación, obtendremos definitivamente que 





317, Designemos por a y b las distancias. desde el punto dado A hasta las 
rectas dadas Í, y la y por x e y las longitudes de los catetas del triángulo 
buscado (fig. 33). Observando que L=sen q, hos q, tendremos dos ecua- 
ciones: 

ae 
at 





Ed 


Transformando estas ecuacioos, obtenemos el sistema 
xu=28, p 
A 


Resolviéndolo, obtendremos que 


EVER Ea, 











SN 


El problema es soluble sí 4*=>ab y tiene dos soluciones siendo 42 > ab y una 
sola solución cuando 2 =ab. 


318. Uniendo los centros de las circunferencias obtendremos un polígono 
semejante al dado. El centro del polígono obtenido coincide con el centro del 
polígono dado y sus lados son respectivamente paralelos a los lados del mismo 
(fig. 34) 
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Supongamos que sea 7 el radio común de las circunferencias que se exami- 
nan Entom:es, el lade del políguno construido por mosotros será igual a 2r y 
su órea será 


o2or! cotg E 
nr? cotg E 
(1—2 


A 
gono. Para el area huscada S de la “estrella” abtenemos la expresión 








Admitamos, a continuación, que f= sea el ángulo interior del polí- 





FIG. 34 FIG. 35 


de donde 


y, por consiguiente, 





319. Cn las denotaciones de la fig. 35 teneinos que 
L CGE == (FA+ AO, £ CDB== (Fay 80). 


El cuadrilátero DEGÍ será inscrilo si, y sólo si, ZCGF=ZCDB, es decir, 
si AC=0T. 


320, Sea O el vérlice del ámgulo agudo «a y Op el centro de la A-ésitma 
esrcunferencia (fig. 36). Entonces, 
a 


ram OOpsn y 1 (00) — 1414998005 


2 2 
Pts 44 SED a SO 


Por consiguiente, 


snG 
2 





sz 


es decir, los radios de las circunterencias forman una progresión aritmética cuyo 
denominador es 


i=senh 
— 
L+ sen 


321. Supongamos que cl ángulo mínimo entre los rayos reflejados y ul pla- 
no P sca igual a az (fig. 37) Semejante ángulo lo furma el rayo que pasa por 

el borde del espejo C después «le scr ina vez relle- 
jodo en el punto B. Según la condicion del problema 
CF | DA, por consiguiente, ZOCB == ¿OBC=ú. De 





FIG. 36 


la condición de reflexión en el punto 8 se desprende que ZOBF =a, Por 
esta razón, en el triángulo OBF tenemos: 


LBOF=2%,  LOFB=180"—2—a=180—32 


Designemos la distancia desde cl espejo hasta el plano por l, y el radio del 
circulo iluminado AD por £. Puesto que el radio del espejo es igual 4 1, entonces 


tga, w 





Del triángulo OBF, según el teorema de los senos, lallamus 


sena 
da: 


En virtud de la semejanza de los triángulos CBF y DB8A, sus alturas son pro- 
porcionales a sus lados, asi que 


AD_h-+sen2a 
FC senda 
6 bien 
r hip sen La 





aa” (2 
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Resolviendo conjuntamente las ecuaciones (1) y (2), hallamos: 








Luego, 
tg En2a ! 
TF cos da p YY 
por lo tanto, de (1) obtendremos: 
V3—1 





t 7 Sa 
204 VD VD== 


322. Es necesario examinar diterentes casos en dependencia del valor de la 


Z 
relación —. 
a 


La VE Las circunterencias no cortan al cuadrado, S=af. 





5 , y 
2 YE: < Y E Fs evidente que en esto caso S=al—80, donde o es 
el área del Irrángulo curvilineo rayado (fig. 38). Tenemos: 


1 1 
9=74 1x3" 


donde Q=aresen E. Para hallar x observemos yue 
Ny 7 








de donde 








yr” 


yz 





Por consiguiente, 


ala— Y Ej ro arcsen 
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CP ¿ 
pgs zS Ap Mus S=80, donde a es el área del triángulo curvk 


líneo rayado (fig. 39). Tenemos: 


donde 


Observando que 


hallamos: 





Por consiguiente, 





ma 
ia ESSE A 


? 217 


El area buscada es igual 





FIG. 40 


323. Tenemos (Hg 40): 





SS) PS4S1+Sy m 
S,_5_40 
5.5, 0C* 
de donde S¿S,=81S,. Pero, evidentemente, lenemos que 
Si4-S1 5, +Sn 


A continuación 





por lo tanto, Sa=Sa y SiS Y SiS 
Bor consiguiente, de (1) obtenemos que 


SS +42 1 5 =V 3, +15 
324. Designando por a, b, e y d las longitudes de los lados y por m, n las 


longitudes de las diagonales del cuadrilátero (fig. 41); por el teorema de los 


cosenos tenemos: 
nia? +d*—2ad 008 4 


mi bt4 0420 cos 4 


De aquí 
(bc Had) n?=(a de) be4-16* +0*) ad = (ab 5-ad) (a: bd) 





8 28665 


Por consiguiente, 


Análngamente hallaremos- 





Multiplicando estas igualdades entre sí, obtendremos el teorema de Plolomeo: 
mn =0c--bd, 


2. Problemas de construcción 


325, Scan O, y Os los centros de Jas circunferencias dadas. Trazamos la 
secta O,A y a traves del centro O de la segunda circunferencia una recta 
paralela a 0,4 que corta Ja segunda circunferencia en los puntos M y N 





FIG 42 


(fig 42). La recta MA itersecorá la segunda circunferencia en el punto Pi. 
La recta O,P, intersecará la 0,4 en el punto C,. De la semejanza de lus trián- 
gulas MO,P, y AC|P, se deduce: 

CrA=CiP, 


Por consiguiente, la circunferencia de centro Cy y de radio CA es la circunte- 
rencia buscada, La segunda resolución se obliene con ayuda del punto NV lo 
snismo que la primera con ayuda del punto M. Si ura de las rectas MÁ o NA 
resulta tangente a la segunda circunferencia, entonces queda una solución y la 
segundo dará eta langente (el centro de la circunferencia se encontrará en el 
infinito). Esto tendrá Jugar cuando, y sólo cuando, el punto A coincida con el 
punto, de fangenca de una de las cuatro fangentes comunes a las circunferen- 
cias dadas 


326. Sea O el centro de la circunferencia dada y AB la recta dada (fig. 43). 
El problema se resuelve de forma análoga al anterior. En el caso general tiene 
dos resoluciones. Habrá los casos particulares siguientes: 1) la recta dada 
interscca la esccunfcrencia y el punto dado A coincide con uno de los puntos 
de intersección nn hay ninguna solución), 2) Ja recta dada hace contacto con 
la cireunferencia y el punto A no coiicide con el punto de intersección 
(tiene una solución). 3) la recta dada hace contacto con la circunferencia y 
el punto A exncide con el punto de intersección (tiene una cantidad infinita 
de soluciones). 


327. A traves del centro O de la circunferencia dada trazamos una recta 
perpendicular a la recta dada /, que corta la circunferencia en los puntos M y N 
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(fig. 441. La recta MA intersecará la Len el punto Py, Fl punto €, es el punto 
de intersección de la perpendicular a la recta 1 levantada cn el punto P, con 
la recta OA. De la semejanza de los triangulos AOM y AC¡P, se desprende 
que C¿A=C,P,. Por consiguiente, la cireunferencia de centro Cy y radio C¡A 
es la buscada. La segunda resolución se obliene con ayuda del punte A lo 
mismo que la primera con ayuda del punto M, Si la recta Í mo pasa por mm- 
guno de los puntos A, My N y el punto A 
ño coincide con Mo con N, entonces el pro- 
blema siempre tiene dos soluciones. 

Supongamos que A no coincide con Mo 
con N; si Í pasa a través de M o de N, entonces 
el problema tiene una sola solución (la segunda 
circunferencia coincide con la circunferencia 
dada); si l pasa por A, el problema no tiene 
ninguna solución 

Supongamos que A coincide con M; si ino 
pasa por ninguno de los puntos M y MN, entonces FIG. 44 
el problema tiene una sola solución (la segunda 
pasa ala recta (); si £ pasa por W, la solución será la circunferencia dada y si 1 
pasa por M, el problema tiene una cantidad infinita de soluciones 





A 





328. Valiéndonos de la hipotenusa dada AB=c como diametro, tracemos 
una circunferencia con su centro en el punto O (fig. 45) Tracemos OE | AB y 
marquemos sobre OE el segmento OF=h. La recta paralela a AB que pasa 
por F intersecará la circunferencia en el punto buscado C, El problema es 


SA 


FIG. 45 FIG. 4% 





soluble si 15 Las longitudes de los catetos a y b se hallaran con ayuda 


del sistema de ecuaciones 
ayet=e, 
ak) 
Resolviendo este sistema obtendremos: 


a= (VI FT4V A), 


(VE FR YY) 


329. Tomamos el segmento AB y sobre la recta AB trazamos el segmento 
AE=: AD (fig. 46). Tomando como basa a BE construimos el triángulo BCE 
con lus lados BC y EC==CD. Sobre el segmento AC como base, construimos 
el AACD con los lados AD y CD. El cuadrilátero ABCD es el buscado, puesto 
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que tiene los lados dados y el ZDAC=ZCAE (los triángulos ACD y ACT son 
iguales por cunst rucción). 


330, Admutamios que sean H, S y A4 los puntos de intersección de la altura. 
la bisectriz y la mediana respectivamente con la circunferencia circunscrita A 
que tiene por centro el punto O (fig. 47). Tracemos la recta SO y a través del 
punto H una recla paralela a SO que cortará por segunda vez a K cu el punto A 
Eracemos la recta AM que intersecará a SO en el punto P. A través de P tra- 
cemos una recta perpendicular a SO que cortará a 
la cireunferencia en los puntos B y C. El triángulo 
ABC es el buscado, puesto que AH/BC, B9= 
$; BP=PC. El problema es soluble si, y sólo 
si, 1,S y M no se encuentran en una misma 
recta, la tangente a la circunferencia K en el punto 
H no es paralela a SO y si los puntos H y M se 
encuentran a diferentes lados de lu recta SÓ, pero 
no en un mismo diámeiro de la circunferencia K. 





331. A. Caso de tangencia exterior. Desde el 
punto O de intersección de las biscetrices de los 
ángulos internos del triángulo ABC bajemos las 
perpendiculares OM, ON y OP a los lados del 
FIG. 47 triángulo (fig. 48). Entonces AP=4N, BP=BM 
CM=CN. Pur consiguiente, las circunferen- 
clas de radiws AP, AM y EN cuyos centros son 4. 8 y € lendráa conlacio 
ina con la etra en los puntos P, My No 





B. Caso de tangencia interior, Desde el punto O de intersección de la bisec- 
tez del ángulo C con las bisectrices de los ángulos externos Á y 8 bajemos 


e 





FIG. 48 FIG. 49 


las perpendiculares OM, OY y OP a los lados (o a las prolongaciones de los 
lados) del triángulo ABC (fig. 49). Entonces, 


AP=AN, BP=BM, CM=CN. 


Por consiguiente, las circunferencias de radios AP, BM y CN cuyos centros son 
los puntos A, 8 y € tendrán contacto una con la'otra en los puntos P, M y N. 

Obtendremos dos soluciones más tomando las bisectrices del ángulo interno 
4 y los externos 8 y C o del ángulo interno B y los ángulos externos A y C. 


332. La resolución se basa en la siguiente propiedad: si las alturas £g y fp 
del triángulo mscrito ABC corten 2 la circunferencia en los puntos A, y By, 
entonces el vértice C divide el arco 4,8, por la mitad (fig. 50). Esto se des: 
prende de la igualdad de los ángulos ZA, AC y Z¿B18C, cada uno de los 


cuales es igual a 3 LACB. 


223 


Construcción. A través del punto A trazamos una recta en la dirección dada 
hasta su intersección con la ciresoferencia en el punto Ay; udinttamos que ses 
B, el punto de intersección de la altura kg con la circunferencia; hallamos el 
punto medio C del arco A1B, y trazamos AC; lrazamos B,B| AC; el Iriángulo 

ABC es el buscado. 

La segunda solución AB'C" se obtiene 
si se toma el punto medio C” del segundo 
arco A/Bj. 


e £ », 
POR 
4 E 4 


FIG 51 





333. Unamos el punto medio E de la base AB con el vértice € y hallemos 
el punto Q de intersección de las rectas EC y AD (fig. 5!) La recta PQMN 
paralcla a 48 es la buscada. En efecto, 





PQ_AE_| 
QM 
de donde PQ=(M; luego, 
ae: 20. 
CD “Tb: 


de donde MW==PQ. La segunda solución se obline con ayuda del punto me- 
dio E” de la base CD de la misma manera que la primera com ayuda del £, 


334. Supongamos que se ha construido el cuadrado ABCD, adernás, E sel 
vértice dado, £ y F son los puntos dados (fig. 52) Fl vertice D debera encon» 
trarse en la circunferencia construida tomando 
a ÉF como diámelro.  Admitames que BD 
corta a la circunferencia en el punto K. 
Entonces, EK=KF, puesto que ZADB= 
<= ¿BDC. 

"Construcción. Tomando El. como diátne- 
tro, construyamos una circunferencia y desde 
su centro levantemos una perpendicular a Ef. 
hasta su intersección con la circunferencia en 
los puntos K y K'; unamos 
B con K y prolonguemos BK hasta su inter 
sección con la circunferencia en el punto D; 
tracemos las rectas DE y DF y a través del 
punto 8, las perpendiculares BA y BC a 
estas últimas rectas. ABCD es el cuadrado 
buscado, La segunda solución se obtiene ha- 116. 52 
ciendo uso del punto K'. El problema tiene 
siempre dos soluciones, excepto en el caso cuando el punto 1 se encuentra 
en la circunierencia de diámetro EF. En este último caso el ¡roblema no biene 
solución si el punto 8 no coincide con uno de los puntos K y K”. 


A 1] 






229 


335. Primera solución. Tracemos ADIMB hasta si intersección con la 
prolongación de BC en el punto D (fig 53) En el segmento CD hallamos el 
punto Y tal, que ED: 


TÑ 





La recta AV es la buscada, ya que el área Sagu=Spgap por consiguiente, 
Saoc—Spme 5 Me acuerdo con la construcción Some =8S ac 

La segunda solución la ubtendremos valiéndonos del purito N, lal, que 

cD_ 

N.D” 





he 


Entonces 
Sano 4 
Sansa 


Teniendo en cuenta la posibilidad de una construcción análoga partiendo del 
vértice C (en vez del A), es fácil convencerse de que si k H2.el problema tiene 
siempre dos soluciones y si 2=2, sólo una 


336. Para la construcción es suficiente conocer la altura fH=XL del 
rectángulo 

Supongamos que s 
sobre el lado AC ig 





KLMN el rectángulo buscado y que KM se encuentra 
54). Si se traslada el vértice B paralelamente a la base 


y 





FIG. 53 


AC y se conserva al mismo tiempo la magnitud /r constante, entonces se conser» 
varán también constantes las inagnitudes de la base y de la diagonal del rectán- 
gulo (puesto que LM constituye la misma parte de AC que BH—h de BH). 
Por consiguiente, para hallar h el triángulo dado ABC puede ser sustituido por 
cualquier otro con la misma base AC y la misma altura 8H. Es más cómodo 
tomar un triángulo con un angulo recto en la base. De aquí obtenemos la siguien- 
te construcción. Írazamos a través de 8 una recta paralela a AC y a través 
de C una recta perpendicular a AC; desde el vértice del ángulo recto C, con una 
ubertura del compás igual a la longitud d de la diagonal dada, hacemos una 
intersección L, en la ispotenusa AB), a través de L, trazamos una recta paralela 
a AC; los puntos £ y M de intersección de esta recta con los lados AB y BC 
son los vértices del rectángulo buscado. Según que la altura del triángulo AB,C 
bajada desde (' sen menor, igual o mayor que la magnitud dada d, el problema 
tendrá dos soliciunes, una o no tendrá solución. 








337. Inscribimos en el ángulo dado la circunferencia dada. Desde los puntos 
de tangencia A y 8 en los lados del ángulo, trazamos los segmentos AC y BD 
iguales al lado dado del triángulo (fig. 55). 
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Inscribamos en el ángulo dado unn segunda circunferencia de ¡nodo que haga 
contacto con los lados del ángulo en los puntos C y D. Tracemos ima langente 
común EF a las circunferencias construidas. Demostremus que el A SEF, ubte- 
nido de esta manera, es el buscado. Para ello, es suficiente demostrar que 
AC=FE. No es difícil convencerse de que el perímetro del ASEF es igual 
a 25C; por otro lado, este perimetro, eviden- 
temente, es igual a 2(SA+EL+LE). Asi 4 
ñ 

pues, 2 

A +) 

7 DO 


SC=SA+EL+ LE, 





A+ AC=SA+EF, 





sÍ 
es decir, PS 
AC=EF, 
con lo cual el problema queda demostrado. 
Está claro que el problema tiene dos so- FIG 55 


luciones si las circunferencia no se intersecan 

y una solución cuando éstas fienen contacto. En el caso cuando las circunte- 
fencías se intersecan el problema en insoluble. Supongamos que sea a cl ángulo 
dado, r y R los radios de las circunferencia y a el lado dado del triángulo. La 
distancia entre los centros de las circunierencias es igual a 


a 





Para que el problema sea soluble es necesario que 


a 


R+r> 





Pero, 


y. por consiguiente, deberá ser 





ra > 


o bien 





338. Tomando como centro el punto B, 
trazamos una circunferencia que hace contacto 
con la recta CD ifig. 56). Desde el punto A 
(si A y B se encuentran a distintos lados de la 
FIG. 56 recta CD, o desde el punto 4”, simétrico a A 

respecto a CD, si A y B se encuentran a un 
mismo lado de CD) trazamos la tangente AK a la circunferencia construida. El 
punto M de intersección de AK (o A'K) con la recta CD es precisamente el bus- 
cado. En electo / AMC=Z KMD=2L BMD. 
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3. Problemas de demostración 


339. Sea BO wma mediana del triángulo ABC; construyamos a base del 
triángulo ABC el paralelogramo ABCD (ig. 57). Del triángulo BCD tenemos 
que 280 < BCH4 CD y, puesto que, CD= AB, entonces 


AB+ BC 


p< 


Del A A0B y A BOC termos 
BO 


AC 


>AB, 





ES > AC. 


Sumando estas desigualdades, ablendremos: 

AB+RBC_ AC 

>) GU 

340. Supongamos que sea Del punto de intersección de las alturas, O el 

centro de la circunferencia circunscrita y E y F los puntos medios de los lados 

BC y AC (ig 58). Jos triángulos ADB y £OF son semejantes puesto que 

LABD=¿OFE y ¿ BAD=¿OEF (comu ángulos con lados paralelos). Por 
consiguuute, 








2 





OL_ Er 1 
AD AB 72" 
g 


) 





FIG 57 FIG. 58 
341 Véase la resolución del problema 301. 
342. San a, h y e las longitudes de los lados del triángulo, opuestos respec- 


tivamente a los ángulos A, B y C. Demostremos que la longitud ly de la 
bisectriz del ángulo A se expresa por la fórmula 


(1 





En efecto, el área del triángulo ABC <s igual a 


Sanc=>3 0 sen A=h da senfi4 Laa send 


De aqui se deduce la fórmula (1). Análogamente, para la bisectriz 1g del ángulo 
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B obtendremos la lórmula 


(2) 





Admitamos que sea a >b; entonces ZA> ZB, y puesto que además 

o<A4<Ey0o<L<Apor lo tanto, cos <cos L. As pues, el nue 

7 <7Y PIÑA , 0057 < cos. As pues, el nu 

merador de la fracción (1) es menor que el numerador de la fracción (2). Ademas, 
1 





el denominador hh de la tracción (1) es mayor que el denomutador 


de la fracción (2), ya que po Por 
consiguiente, La < ly 


Bs 2 =p 





FIG. 59 FIG vu 


343. Sea, el ¿CPQ=a y ZPQC=p tig. 59). Segim el lcurerma de los 
senos tenemos: 
RB_ BP” PC CQ>_ AQ _AR 
Sa aa Fp ap ena pp) sen 





Multiplicando miembro a miembro estas igualdades, obtendremos. 
RB-PC-QA=PB-QC-RA. 
344. Sea el Z AKB=a, el Z AFB=P y el Z ACB=y (l1g. 60). Tenemos 
que == y, puesto que 





1 
tep=z. lei=g> 


entonces 








De aquí Brr=%y a+b+i= 


345, Valgámonos del teorema inverso al teorema de Pitágoras" si la suma de 
los cuadrados de dos lados de un triángulo es igual ul cuadrado del tercer lado, 
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este triángulo es rectángulo. En el caso dado, la relación 
(a+ 994 hi ic4- a 
se cumple, puesto que es equivalente a lo igualdad evidente ab=ch 


346, Primera resolución, Tracemos AZ de mancra tal, que Z EAC=20" 
y BD | AE (lg 61). Puesto que el ACAEw ABC, entonces 





de ilonde 


e o 
CE=G y BE=0- 5. 


Por otro lado, el Z BAD=60", en virtud de lo cual 







y. puesto que AE=0, ED= 





FIG. 61 


Por consigunte, 





Elevando ambos miembros al cuadrado y realizando las simplificaciones corres» 

pondientes, hallaremos 5 esta relación es equivalente a la relación a demostrar, 
Segunda — resoluci Puesto que ñ 

a—20 sen 10% la relación a demostrar es 

equivalente a la siguiente: 


148 sen? 10*=6 sen 10%, 
o bien 
sen 30*=35en 10*—4 sen? 109, 


La última igualdad se cumple en virtud de 
la fórmula general H 


sen 3a=3 sena —4 senta, FIG. 62 


347. En todo triángulo, frente a mayor lado se encuentra mayor ángulo. 
Por esta razón, si en el AAÁBC (fig. 62) 


AC<ABM, 


lo que es equivalente a las dos desigualdades: 


AM< BM, MC< BM, 
entonces, 
LABM<LBAM, LMBC< £ BCM. 


Sumando estas desigualdades, obtendremos. 


LABU< LBAM+ £BCM=A—¿ABC, 


de donde 
2/ ABC<a o bien LABC<. 


Análogamente se examinan los casos AC => 28M 


348. Primera resolución. Sea QQ'JAC y N el punto de intersección de AQ” 
con QC (fig. 63). En la figura, con arcos llenos se designan los ángulos cuyos 
valores son evidentes. 
Demostremos que 
Qp LAR. Mm 
En efecto, NC=AC; pero, AC=PC puesto que el A ACP es Isósceles, Por eso, 
NC=PC y, por consiguiente, el A ÑCP es también isósceles, de lo que se 
desprende que 
LCNP=¿ NPC=80". 


De aquí, obtenemos fácilmente que Z Q'NP = 1800-60 —80"=40 y, puesto 
ue Z NQP=40", el triángulo QQ'P €s igual al QNP. De aquí se deduce (1). 
hora está claro que el ZQ'PQ=50 y, por consiguiente, cl Z¿QPA= 
= 180" — 509 — 50% == 80*. 





Segunda resolución (véase la fig. 64). Es fácil ver que el ángulo P=80" 
cuando, y sólo cuando, A ABP 05 A PCO (os ángulos cuyos valores se despren- 
den directamente de las condiciones del problema, se dan en la figura con arcos 
llenos). Demostremos que estos triángulos son en efecto semejantes, Para ello, 
en virtud de la igualdad de los ángulos ABP y PCQ, es suficiente verificar que 

ABCEB, w 
74 CP 
entonces, del triángulo isósceles CQB tenemos: 

g 

eos AP 


Hagamos AB= 





Cq= 





Por otro lado, puesto que PC= AC, 
PC=2 sen 10%, BP=1—2 sen 10, 


Colocando estas expresiones en (1), obtendremos la igualdad equivalente: 
4 sen 10? cos 20" 1—2sen 10. (2 
Es fácil revelar la validez de esta última igualdad observando que 


sen (10? 4 20%)4-sen (10" 20") 11 
2 PS 


sen 10” cos 20 = -3 sen 10%, 


FIG. 65 


349, Sea dado el A ABC (fig. 65). Sobre la prolongación del lado AC tra- 
zamos AD=c. De la igualdad a*=b*+4-bc se deduce: 





Esto significa que los trlángulos CAB y CBD son semejantes A A=ZCBD. 
Además. Z B= Z BDA=Z DBA. Por consiguiente, ¿ Am ZB4 ¿OBAZ9 LB 


350. Supongamos que sea OC la mediana del triángulo 0A8,. Admilamos 
que el punto [se encuentre en la prolongación de OC y OC=CD (véase la 
fig. 66). Demostremos que A A0D=A04,8. En electo, AD=04, según la 
construcción. Luego, A0B,D es un paralelo: 
gramo, en virtud de lo cual AD =08,=0B 
Por fin ¿0AD=Z AjOB, puesto que los 
lados de “estos ángulos son perpendicularos 
entre si: 40 | OA, y 08,1 0B según la 





FIG f6 FIG. 67 


construcción, y ADJ 0B,. Por consiguiente, A AOD=A0A,B y dos de los 
lados de ¡mo de ellos son respectivamente perpendiculares a dos lados del 
otro. Por eso, los terceros lados son tambien perpendiculares, es decir, 
ODLAB 


351. Sea ABC un triángulo acutángulo y AD, BE y CF sus alturas que se 
cruzan en el punto O (fig. 67). Cada uno de los cuadriláteros BDOF, CEOD 
y AFOE están Inscritos en cierta cireunierencia. Por el teorema del producto 
de la secante por su parte externa, tenemos: 

AD:AO=AB-AF= AE, BL-B0=BC+BD=BA-BF, 
CF.CO=CA-CE=CB-CD, 





Sumando estas desigualdades, obtendremos: 


2(AD-40+ BE-BO+CF.C0)=AB- AF + BC-BD+CA-CE + 4C-AE + 
+BA+»BF+CB-CD= AB(AP+ BF)+ BC (BD+CDI+CA (CL 4 AL) == 
=(AB? -(BCP4 (CAJ, 
con lo cual el pea queda demostrado. En el caso de un triangulo ubtusán- 


gulo, el producto correspondiente al ángulo obtusu debe tomarse con el signo 
Menos. 





352. Según la condición del problema b—0=c—b, Ó a: c=2b. Para cal- 

cular el producto Rr valgámonos de las expresiones para el área del triángulo 

en función del radio de la circunferencia circunscrita o inscrita y el lado. 
1 





Es conocido que S==>> besen A, y por el teorema de senos sen 4 q 
de donde 
abe 
> 


Por otro lado, S=rp, donde p cs el semiperimetro. Igualando ambas expresiones, 
tendremos: 


Lo 4 
En las condiciones del problema 


_a4b4e 
a 





3 
3 b. 
Coloquemos este valor de p en (1), oblendremos: 


brR =ac, 


FIG. 58 FIG, 69 


353. Sea z la longitud de la bisectriz y m y a las longitudes de los seg- 
mentos en que ésta divide a la base del triángulo (hi8. 68). Por el teorema de 
los cosenos 


24m 2m2 0080, 
A+ 422 cos. 


Multiplicando la primera de estas igualdades por a y la segunda por m y su- 
mando los resultados, obtendremos: 


na? + mb? =(m+ n) (2 + mn). (1 
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En virtud de la relación 22 tenemos. 
ma 
E 
o 4 mb no mb ab im). 
Colocando esta expresión en (1), ublendremos lu igualdad requerida 
ab=2+mn, 
En el casa eu que sea a==b y m=n, la igualdad demostrada expresará el 
teorema de Pitágoras. 2=2* pm. 
354. Segun la condición del problema BD=EC (lg 69). SI M es el punto 
de interseccion de BC con DE, entonces, del A BDM y del A ECM tenemos: 


BD_DM EC _ME 
ng saB' ng nc” 








de donde 


Pero en el AMBC 





Por consiguiente, 


355, Sean BD, BF y BF respectivamente wna altura, una bisectriz y una 
mediana en el triángulo ABC. Supongamos que AB < BC 


Entonces 
L£A>LC LCBD> ABD, 
de donde 


LCBD> FIL ABD + LCBD)=S LD, 
es decir, ¿CBD > ¿ CBE. Por lo tanto, la hisectriz BE pasa por dentro del 


££8D y el punto £ se encuentra entre D 
y 





“Luego, 
AE _AB 
a 


de donde, 





1 1 
AE< q (AE+EO=>3 AC, 


FIG. 70 


es decir, AE < AF. Por consiguiente, el 
punto F se cmuentra entre E C. Asi pues, el punto F se encuentra 
entre D y £', lo que era necesario demostrar 


356. Supangamos que en el triangulo 18C, BD es una de las bisectrices, 
BM, una de lis medianas y BN, una recta simétrica con BM respecto a BD 
(Hg. 701. Si S ag y Simc son las áreas de los respectivos triángulos, entonces 


SS any=xhp=ncsen L ABN, 


Sqac= EE lag =ma sen £ MC, 


donde hip es la altura bajada a 42 desde el vértice 8. Pueslu que Z ABN= 
= ¿ MBC, entonces 





“ma (0) 
Análogamente 

2Syac= yhy=nasen Z NBC, 

Saga = 32 ha == me sen LABM. 


Puesto que Z NBC=Z ABM, entonces 





Dividiendo miembro a miembro (1) por (2), obtendremos: 
e 
y a” 

lo que había que demostrar. 





FIG. 71 





357. Las rectas AP, BQ y CR dividen al triá 
AMOR; AROB, ABOP, A POC, AC0Q, AQUA 
de los senos a cada uno de ellos, obtenemos: 


lo ABC en sess triángulos: 
71). Aplicando el teorema 








AR _ 40 40 _ AQ 
eng seny ETT 
_B0_ BR BP 80 
sony sena" | sem 

CQ co 
sen(p+p) sen" 





Multiplicando miembro a miembro todas estas igualdades entre si, hallamos: 
AR-BP.CQ=BR.AQ-CP. 


358. Supongamos que sea K el centro de la circunferencia circunscrita al 
triángulo ABC, O el centro de la circunierencia inscrita en el mistno triángulo 
y D el punto medio del arco AC (véase la fig, 72). Cada uno de los ángulos 
E OAD y Z 40D es igual a la semusuma de los angulos en los vertices Ay B 
lél triángulo ABC. De aquí se desprende que OD=AD. 


2 


Por el icorema de las cuerdas que se cruzan dentro de una circunferencia, 
teneinos que 
MO-ON=B0-0D 


Luego, si OF LAB y ED es el diámetro, entonces los triangulos BOL y PDA 
son semejantes, de donde BO:0E=FD:ÁD, asi que BO- AD=0E-FD 6, puesto 
que AD=0D, BO-0D=0E-FD. Por consiguiente, 

MO-ON =0E.FD, 


Colocando en esta igualdad los valores MO=R+1, ON =R—l, OE =r, FD=2R, 
obtendremos R3—é=2Rr, lo que era necesario demostrar. 


359. Primera resolución. Supongamos que sea ABC el triángulo dado, Xy la 
circunterencia inscrita de radio r y K, la circunferencia circunscrita de radio R. 
Construyamos un triangulo auxiliar A,8,C, de modo que sus lados sean para» 
lelos 1 los del A ABC y pasen por los vertices de éste (fig. 73). Travemos tan- 
gentes a la circunferencia Ky, paralelas a los lados del A 4,8,C,, conforme 
a la siguiente regla. la tangente A¿B,, paralela al lado_4,8,, hace contacto 
con K¿ en im punto que se encuentra en el mismo arco AB que el vértice C, 
ele. Los segmentos de las tangentes trazadas forman el triángulo A¿B¿Cy. 


ad 





FIG 73 


Entonces, el A 4,B,C, se encuentra dentro del A A/B,C, y estos dos 
triángulos son semejantes. Por esta razón, el radio R” de la circunferencia 
inscrita en el AA,B,C, no es mayor que el radio R de la circunferencia Ky 
inscrita en el A A¿B,C,, es decir, R'< R; por otro lado, la relación entre los 
radios de las circunferencias inscritas en los triángulos semejantes A,8,C, y ABC 
es igual a la relación entre los lados semejantes de estos triángulos, es decir, 
A =?2 Así pues, R*=2r. Confrontando esta igualdad con la desigualdad 
R'<R, obtendremos definitivamente: 


ER 


Segunda resolución. Sean r y R los radios de las circunferencias inscrita 
y circunscrita, $ el area del triángulo dado, p el semiperímetro y a y 6 dos de 
Sus lados. Entonces, 


£_S_tabsenC _ 2RsenAsenBsenC 











ROPR OZ PR Rin A FsmBEsnC) 
Pero, 
son Apsen B4 sen C=2 000 42 os 
A4B AFB O AB Cc 
+2 sen LE os Ga sen E Z 0s po 





Por consiguiente, 


A A 
sen sen se 


El problema se reduce a la demustración de da alesigualdad 
A B Cc 1 
sen en qe 7 <z 
(veáse el problema 644). 
Tercera resolución. De la fórmula 12=R?—2Rr demostrada en el problenia 
anterior, se desprende que R*—2Rr =>0, de donde R > 2r. 


360. Sean a y b las longitudes de los catetos y e la longitud de la Impole- 
nusa. Comparando las dos expresiones para el árca del triangulo, obtenemos: 





(aber ==> 








de donde 

na e 

MEAR 0) 
Puesto que a-+b>c, entonces, 

r ce 

Cs 


Luego, en virtud de la relación P=a*4+0%, ln desigualdad a? -/-6%7>2ab es 
equivalente a la desigualdad 2 >(a4-0)?, o bien ay-b5c YE, De aquí que 


£ A 
> —— >= 7=Y2-1>0 
«V2+o VE+1 


h 

361. Supongamos que sean A, 8 y C los ángulos del triángulo, a, b y € 

los lados opuestos a estos ángulos y P=a-+b+4c La relación necesaria se des 
prende de las igualdades 


ak =bRy + ck¿= Pr mí) 
(+0 a+ (c4 a) Ro + (04D) k¿ == PR, 0 
sumando las cuales obtendremos que 
ka+HRy hh mr R 
La igualdad (1) es justa en virtud de que sus partes izquerda y derecha son 


iguales al área duplicada del triángulo. Para demostrar la igualdad (2) obser- 
vemos que 





k¿=ReosA, ky=Rc0s 8, k 0 
y que 
bcos C+ccos B=a, 
ecos A-+acosC 
acos B-+bc05 Am 








de donde, sumando miembro a miembro estas igualdades, obtendremos la igualdad 
(640) cos A+ (c+u) cos B+(a4 6) cos C=P, 
que después de multiplicaria por R y hacer uso de (3), cotncide con (2). 


362. Admitamos quo sean A¿By, B¿Cz, CA, las líneas medras en el A ABC 
Ay By Cy los puntos medios de los segmentos A41, BB, y CC, (Mig. 74). 
Los Puntos 4, 8, y C, se encuentran en las líneas medias del A ÁBC y, 


24 


ademas, no en lus extremos de estas lineas, puesto que de lo contrario, por 
lo menos uno de les puntos A, 81, €; cumcidiria con un vértice del triángulo 
ABC, Puesto que toda recta que no pasa por uno de los vértices del triangulo 
A¿A,C; no corta al mismo tiempo sus tres lados, entonces, los puntos Az, By, 
€, no encuentran en una misma recta. 


8 





LIO. 74 FIG. 73 


363, Si hy es lu altura del ADON, hp la altura del AABC y Saoc y 
Sam; las áreas de los respectivos triángulos, entonces (fig. 75), 

Saoc _ tv _0D_AF 

Sanc Ty AB AB 





y análogamente 
Saoa_BE — Scon CN 
Sanc 8C* Sanc CA" 

Sumando estas ¡gualdades, obtendremos: 
AF, BE CN 
AB PECTCA 





364. 1) Exanunemos la circunferencia K” de radio r' inscrita en el cuadrado 
y tracemos las tangentes a esta circunferencia A'B” || AB y B'C* BC (lig. 76). 


2 





Está claro que el AA'B'C' se encuentra dentro del AABC, por lu cual 
AC" < AC. Puesto que A 4'B'C' WM A ABC, entonces 


PO AC 





de donde x- 21 = 2, 
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2) Examinemos la circunferencia K* de radio 1” circunscrita al cuadrado 
y tracemos las tangentes a esta circunferencia A*B"LAB, B"C*| BC y A“C"NAC 
(li TM. Es evidente que el A ABC se encuentra dentro del A 4"B"C" y, por 
lo tanto, A”C” > AC. Puesto que 


AA BCN A ABC, 
entonces, 





de donde e 
Y Er > VEr 


365. Supongamos que sea M el punto de intersección de las alturas AA, 
BB, y CC, del triángulo ABC; P el centro de la circunferencia circunscrita 
de 'radio R; Cy Az y Ba los puntos medios de los lados AB, BC y AC; 
OM=0P; ÓN | AC. Ay Bs y Cs los puntos medios de 4M, BM y CM 

, 


2 
hy 


? 





FIG. 79 


(fig. 78) Demostremos que el junto O equidista de 4, By y C; donde 
i=1, 2, 3. Puesto que ON es la línea media en el trapecio MB8,B¿P, entonces 
0B,=0B, De la semejanza de los Iriángulos AMB y P4,8, hallamos que 
BM=2Pb, y, por lo tanto, B,M=PB,. Del paralelogramo MB,PB, tenemos 
que 0B,=0B, 





Pero 
08,4 6p=k 


(como línea media en el triángulo PMB). Por consiguiente, 
08,=08,=08,=3 


De manera análoga se demuestra que 0A,=04,=0A,=0C,=0(,=0C, = 


2 

366. Supongamos que AA, BB, y CC, son las alturas del triangulo 
ABC, que se cruzan en el punto 0, C¡M!B,N | 8C. A4PIICIO 1 AC, 
B,RILA)S | AB (fig. 79). 

1) Demóstremos que SM | AC. Tenemos que ABA,AwWABC/C como 
triángulos rectángulos con el ángulo agudo ABC comun. De aquí 


Por consiguiente, A A¡BC0 A ABC y £8A,C,=LBAC. Tn el AA¡BC, 
los segmentos A1S y C,M son alturas. Por esta razón, repitiendo los razona- 
mientos anteriores, mostremos que ZBSM=ZBA¡C, Por consiguiente, 
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£ TÍO BAC y SM1, AC. De análoga forma se demuestra que PNILAB y 
que RQ || BC. 

2) Para demostrar que los vi del hexágono MNPQRS se encuentran 
en una misma cireunferencia, es suficiente demostrar que cuatro cualesquiera 
de sus vértices consecufrvos se encuentran en una misina circunferencia, Esto 








POR, QRSM, SMNP). 
os los cuatro vérticos RSMN y NPQR (de distintos tipos). De 
la proporcionalidad wbvia 








se deduce que YR | 4,C,. Por eso 
LMNR=¿ BAS == L BAC =L BSM. 
Por consiguiente, Z MNR + Z MSR=x y los puntos K, S, M y N pertenecen 
a una misma circunterencia. Luego, 
LPNRE L POR =0- AL PNCH+ £BNRI+ mL AQR= 
=M-1L ABC+ £ BAC+ZACB)=a, 


de donde se deriva que lus puntos Y, P, Q y R están dispuestos también en 
una misma circunlerencia, De forma análoga se lleva a cabo la demostración 
para los démas conjuntos de cuatro vérticos. 





367. Sean hr. Ba y Cs los numtos de famencia de la crcunterencta ¡nera 
con los lados del A ABC, y D el centro de esta circunferencia (fig. 80). Puesto 


e 
4 z 
2 
4 + eo 4 ” 
FIG. 80 FIG. 81 


que los segmentos de las tangentes a tna circunferencia trazadas desde un 
mismo punto son iguales entre si, entonces 
CA¡=CB, BA¡=8C  AB,=AC;. 
Al mismo liempo, 
DB,=CA,, B¡C=A¡D. 
Por consiguiente, 
AC+8C=CA,+4,84-0B,+8,4=B,D+AD+ BC, +AC,=21 +2R, 


donde r es el radio de la circunferencia inscrita, y R es el radio de la circun- 
terencia circunscrita. 


368, Supongamos que en el triángulo ABC, ABC es el ángulo recto, BD 
es la altura, BE es la bisectriz y BF la mediana (fig. 81). Puesto que BF =FC, 
entonces £ CBF == / ACB. Pero 


LABD 





3-L BAD=¿ ACB. 
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Por consiguiente, Z ABD=ZCBF y 
LDBE= ¿ABE—¿ABD=¿LCBR— LCBF=L1BE, 


lo que era necesario demoslrar 


369. La disposición simétrica de los triángulos ABC y AyB,C, respecto al 
centro O de la circunferencia inscrita significa que los respectivos puntus de 
dichos triángulos se encuentran en una misma recta con O y cquidistan de éste 
¿fíe. 42) EN. particular, 0C—0C,, OB=08, y BCB/C, es un paralelogram 
por lo tanto, BC=B,C,. Análogamente AC=Á,C,, 4 
= A 4181C;. Examinando los. paralelogramos 
ABA,8,, 'BDB,D,, ACA¡C, y ECE¡C, hallamos 
que AD=A1D,, "AE SAD) y, puesto que 
VAZZA” AADE=AAD¡E,. Análoga- 
fmente A BER, =A BEIK "y ADC¡K= 
=AD¡CK. 

Introduzcamos las siguientes denotaciones: 
$ es el área del A ABC, 
$, el área del A ADE, 
Sy el área del ADCK, 
Si el área del AKBEy, 


AB=c, Bl=a, AC=h, FIG 82 





ha, hn y he son las alturas bajadas de los vértices A, B y C> Entonces, 
oh Mhn cho. 
2 


Sea AM una altura en el A ADE y AN una altura en el A ABC; entonces 
DE-AM 
Ss. . 


De la semejanza de los triángulos ABC y ADE, hallamos: 


Por consiguiente, 


sar 








Análogamente, 





A Empleando la fórmula de Herón, nbtenemos: 
Sssisisi= 


se 
” p 
> 370. En las denotaciones de la fig. 83 
tenemos: 
4 , MA? =MO? + A0*—2M0-A0 cos 2%, 
FIG. 83 MC?=MO*+C0*42M0-CO c08 4. 


Puesto que A0=CO, entonces, sumando estas igualdades, oblendremos: 
MA? | MC*=2M0* 2402, (1) 


MB*+ MD*=2M0*4 280%, 





Análogamente 
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Por consigmente. la dilerencia 
¡MA! | MC) —(MB? + MD*) =2(40*—B0%) 
no depende de la posición del punto M4 


37L. Sea 0 el punto de intersección de las rectas AA, y CC, (véase la 
hg. 84). El problema quedará resuelto si se demuestra que 


£ A0B+ ¿ A0B,=180*. 0 
Obscrvemos que AC¡BC=A ABA,, ya que C¡B=AB, BC=BA, y LC¡BC= 
e) L ABC =ZABAL, Por lo anto, LOC¡B=40AB y el cuadrángulo 
OACIB osÍá inscrito en cuerta circunferencia, Por consiguiente, Z AOB=120". De 


4 Es > 
VA PA 
A le A 7 


FIG. 84 FIG. 85 





e 


forma análoga demostremos que ZBOC=120". Pero entonces también 
L AOC=120", de donde se desprende que el cuadrángulo AOCB, está Inscrito 
en cierta circunferencia. Pero, de aquí se deriva, al mismo tiempo, que 
LZ A0By==¿ ACB,=80* Por csta razón, la fórmula (1) es válida. 


372. En las anotaciones de la fig. 85 tenemos: 
LPBR=¿ ABC 


PB_BR 

AB EC 
Esto significa que APBRONA ABC y análogamente ARCO w A ABC. Va: 
liéndonos de este hecho obtendremos: 

LAPR=¿LAPB—¿£ BPR=¿APB—¿L BAC, 
de donde 
LAPR+ LPAQ=¿APB4+2 LPAB=A, 

asi que PRILAY De forma análoga demostraremos que QRIJAP. 


379. Designemos por ftp, fic y Ap las distancias desde los vértices B, C y 
D del paralelogramu hasta la recta AO (fig. 86). En este caso fiene lugar la 
siguiente propiedad: la mayor de estas distancias es igual a la suma de las 
otras dos Por ejemplo, si 40 cruza al lado BC, (como en la fe. 8), entone 
ces, trazando BEJAO y CE | AO, de la igualdad de los triángulos BEC y 
AD'D hallaremos, 
hp=hg Htc 


Análogamente, sí AO cruza al lado CD, entunces hMg=1+h1p; sí AO no 
eruza los lados BC y CD, entonces, kc—Ap+hp. De esta propiedad, para el 
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caso expuesto en la fig 86, se deduce directamente la igualdad de las aresa 
de los triángulos: 


Saoc=Sa0o—Sana- 
En general, evidentemente, se puede escribir la fórmula 


Sroc=|Saop + Saonl, 


donde se toma el signo más, st los puntos B y D se encuentran a un mismo 
lado de AO, y el signo menos, si Jos puntos 8 y D se encuentran a distintos 
lados de AO. 








FIG 86 FIG 87 
La repetición de este razonamiento para la recla CO en vez de la AO con- 
duce a la fórmulo análoga 
Saoc=1Scop + Scon| 
con la misma regla de elección de los signos, pero respecto a la recta CO, 


374, Construyamos a base del trapecio ABCD el triangulo AMD y unamos 
el punto M con el punto ¡medio F de la base AD (fig. 87). Entonces 











FIG. 88 


Por consiguiente, 


375. Supongamos que sea ABCD el trapecio dado con las bases AD y BC, 
y que BE| AD y CF AD (fig. 88). Tenemos: 


ACI AF?=CD?—FD*, 
BD?—ED*=AB*—A£?, 
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Sumando estas igualdades, obtendremos 


ACIHBDIZAB | CDOLAFIFDIG ED? . AE%= 
> ABY4-CDY4- AD(AF —FD + ED—AE)= 
=AB'4CD*4AD-2EF=AB?+4CD*+424D+BC. 


376. Sea dado el trapecio ABCD con sus hases paralelas AD y BC, E es 
el punto medio de BC, F el punto medio de AD y O el punto de intersección 
de las diagunales (fig. 89). Los triángulos AOF y COE son semejantes (esto se 
deriva de la semejanza de los Iriángulos AOD y COB). Por esta razón, LA0F= 
= £COE, es decir, EOF es una recta. 


377. Ses ABCD el cuadrilátero dado y los puntos M y N los puntos me- 
dios de los lados AB y CD respectivamente (véase la fig. 90). Giremos el cuadri- 
látero AMD 180? en el plano del dibujo alrededor del vértice N. Entonces, 
el vértice D cuncidirá con el C, y los vér- 

tices M y A ucuparán las posiciones M” y A' 
Además, los puntos M, N y M' se dispondrán 
en una misma recta y, al mismo tiempo, 
tendremos que M'A | MB y WA — MB. 





FIG. 90 FIG. 91 


Por consiguiente MBA'M1" es un paralelogramo y A'B=M'M=2MN, Puesto 
que por ls condición del problema BC - AD=241N, entonces, BC-+CA'=4'B. 

or consiguiente, el punto C se encuentra en el segmento AB: en el caso con- 
trario tendriamos que en el ABCA”, BC+CA' > A'B. De aquí se desprende que 
BC | MN AD es decir, que ABCD es Un trapecio. 


378, Hallemos la expresión para el área de un cuadrilátero en función de 
sus diagonales y el ángulo formado, por éstas. Sea O el punto de intersección 
de las diagonales del cuadrilátero ABCD y Z BOA=« (fig. 91). Entonces, el 
área del cuadrilátero dado será igual a 






I 
Sanco=Saou =Scoo+S100+Sanc == AO 0B:sen a+ 00-0D-son a + 


+2 B0-00:sen a+ 40-0D-sen a=+ BD-AC:sen a, 
Du esta fórmula se dediice, precisamente, la justeza de la afirmación a demostrar. 


379. Sea M el punto interior del polígono convexo y AB su lado más cer- 
cano al punto M_ Demostremos que el pie de la perpendicular P bajada desde 
el punto Ma AL se encuentra en AB y no en su prolongación (fig. 92). En 
efecto, sí P se encontrara fuera de AB, MP cortaría a cierto lado 1 del poli- 
gonu en el punto Q, ademas, cn virtud de la convexidad del poligono, MQ < MP. 
Pera la distancia DM de M a 1 es menor que MQ y, por consiguiente, fame 
bién menor que MP, lu que contradice a la elección del lado AB. 
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380. Sean AA, MB, LC y DD, tas biscctricos de los angulos internos 
del paralelogramo 4BCD, que forman en su intersección el paraleloyramo PORS 
(fig. 99). Es evidente que B8, 1DD, y AA, [CC,. Además, 


LAPD=A1L BAP y L ADPII TAL BADA LADO GAR, 
lo que significa que PQRS es un rectángulo. Los triangulos 518, y CDC, son 





A E 2 





FIG. 92 FIG 93 


isósceles, ya que sus biseclrices son perpendientares a sus bawes, Pos esta razón, 
BP=PB,, D,R=RD y, por lo tanto, PRI AD. Asi pues, PROB, es un para 


lelogramo 
PR=8B,D-AD—AB, - AD—AB. 


381, Sean Oj, O,, O, y O, los centros de los cuadrados construidos a base 
de los lados del paralelogramo A£CD (fig. 91). Tenemos 


A0,B0.: AO,C02, 
puesto que 0,B=0,C, BO,=-CO, y 
L 0180, MBA + F=L DCB + 
Por consiguiente, 0,0,=. 0,0, y 
L010,03=¿010,B+ £ BO.C— 





— L 0300 =: £ BOJC eN 





¿ 
3, 
2 LA , 
FIG. 94 FIG 95 
De la misma manera se demuestra que 0,0,=0,0,=040, y que 
a 
L 0:0,0,=L 030,0, =L 010101 --5- 


Por consiguiente, 0,0¿0,0, es un cuadrado. 


382. Admitamos que sean AP, BQ, CR y DS las bisectrices de los ángulos 
Internos del cuadrilátero ABCD (fig. 95). Sean, además, A, B, C y D los valo- 
res de estos ángulos. Entonces, 


o I g 3 T 
LASD=n—G AGD. LBU-1a—38-3C. 
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Sumando estas igualdades, obtendremos: 
LASD4 L B0=2m— (A +B4C+D)=20—F0n=2. 


Por consiguiente, los pintas P, Q, R y $ se encuentran en una misina circun- 
ferencia 


383. Sean 4 y B los puntos de tangencia, M un punto arbitrario de la 
circunferencia y MA | 48, MD | AC, ME | BC (véase la fig. 96). Demostre» 
mos que los triángulos DMN y NME soñ semejantes. Con oste fin, observe» 
mos que a los cuadrilátoros ADÓN y NMEB se les puede circunscribir circun- 
ferencias, puesto que 


LMNA+ L ADM 





LMEB+ ZBN 





Dr 3quí que L MVD= £ MAD y ¿MEN =  MBY Pero £ MÁD= £ MBN, 
Si 


puesto que cada uno de ellos abaren la mitad del arco 4M. Ási pues, y MAD 
+ £ MEN. De análoga forma se establece la igualdad 4 NOM = 4 EN 
De la semejanza de Tos triángulos DMA y 
£ AMÉ obtenemos que 





lo que había que 


> 


FIG. 96 FIG. 97 


384. Sen ABC el triángulo inscrito en la circunferencia, D el punto de la 
circunferencia y £, M y N los pies de las perpendiculares (fig. 97). Unamos el 
puitu M4 con ul Y y el punto N con el L, y demostremos que los ángulos A NM 
y ENC son iguales 





Observemtos, para ello, que 
ZANM—¿ADM, (1 
puesto que al cuadiláteso MAND se le puede corconscribir una circunierencia, 
vr la misma Causa 
L ENC= £ LDC; 0) 
por otra parte, 
ZADC=¿ MDL. ño 
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En efecto, Z ADC+ Z 8180, puesto que en suma estos des angulos abarcan 
la circunjerencia completa; al mismo tiempo, 4 MDL— 2 B= 186, va yue al cuadri> 
látero MBLD se le puede cireunscribir una ussiguiente, la 
igualdad (3) es justa Del dibujo está claro que, 


¿1DC—L¿ADM, 








cireunterencia Par 
en este caso, 








y, entonces, de (1) y (2) se desprende la igualdad 
LANM=LLNC, 
que era necesario demostrar 


385. Demostremos que cada dos de los tres segmentos 0,4, 0,4, y 03Ay 
se dividen por la mitad en el punto de su intersección De aqui se desprende 





FIG.8 FIG. YY 


ue los tres segmentos indicados se cruzan en un mismo punto Por ejeruplo, 
demostremos que los segmentos 0,4, y OsA, se dividen por la nustad en el punto 
de su intersección B (véase la fig. 98). En virtud de la igualdad de las circun- 
ferencias deducimos que 0,4,0,0 y 0,4¿0,0 son rombos. De aqui se deriva 
ue los segmentos 0,4, 00, y O,Az son iguales 

Wi haralelos. Por esta razón, 0,4440, es un pa 4] 
Falelogramo y el punto B de infersección de sus +! 
diagonales 014, y Ost, divide 3 éstos por la 4 
mitad. 





386. Sca O el centro de la circunferencia menor 
ug 20. Entonces, AK [1 0C, puesto que AK | BK 
y BK. Además, OA=0C. Por consiguiente, 


¿KAC=¿4C0=LCA0. 
387. Del examen de la fig. 100 está claro que 





pero, esta igualdad es equivalente a la igualdad 
J A 
+ 7R +A 
388. Son posibles tres casos. Estos tres casos están representados en la fig. 101, 
a, b, e. En el primer caso las tangentes fijas son paralelas, el ángulo COD= 
=ati=3, por eso. CE+ED==0E*, es decir, AC-BD=r?, donde 7 es el ra- 
dio de la circunjerencia. En los casus segundo y tercero, vallendonos de las 
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anotaciones, Fáciles dle comprender en la fig., hallamos que +8 by. es 


decir, 2 by 3 —f, de donde se desprende que A AOC es semejante a A BDO 


, por lo tanto, 
ui AC_0B 


30 BD 





Por cunsiguiento, 
AC-BD—A0% ri 





FIG. 101 


389. Supongamos que sea M el punto de intersección de las cuerdas per- 
pendiculares entre í AB y CD (fig. 102). Tracemos AK ¡CD, entonces, BK es 
el diametro, AX <CD y 

BK*=AB*; AK?< ABY4 CD" 
Juego, KU=AC y, por lo tanto, 
K82= BD" 4 KD'=8BM*4 0M%4 AM? CM. 
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390. Sea AC=CD=DB (ig. 103). Tracemos O£ | AB. Entonces, OE es 
una de las alturas, y OC una de las medianas del A 40D. Dado que la luscc- 
triz del Z AOD se encuentra entre la medrena y la altura (véase el problema 365), 


entonces, 
ZA0C < ¿COD 





D 
FIG. 102 FIG. 103 
391. Adnitamos que sea AB el diámetro de la circunferencia y E el punto 
de intersección de las cuerdas AD y BC (fig. 104). Tenemos 
AE-AD=AE*4AE-ED= AC 4 ECI4AL-LO. 
Por la propiedad de las cuerdas que se cruzan 
AL-ED=BE 








FIG. 104 FIG. 105 
Por eso, 
AE-AD=ACI4TC?4 BE.EC= ACI EC-BC= 
—AC*4+(BC—BL) BC... AC? A BCIBF+BC, 


AF.AD+BE.BC=AB*, 


o delinitivamente 





Sean A y B los puntos dados, O el centro de la circunferencia dada, R 
el radio de esta circunierencia y y el radio de las circuníerencias iguales inseri- 
tas, cuyos centros son O, y O, (fig. 105). Entonces, 


R_04_0B 
70,4 70,8 
Tomando la derivada de la proporción, obtendremos: 
OA _0B 
00, 00, 
Por consiguiente, 0,0, 1 AB. 


393. Sean 7, + 1, los radios de las semicircunterencias inscritas en la se 
micircunferencia dadá de radio R (fig 106). Presto que R=1,-+72, entonces, 
el área sombreado es igual a 

1 
. 
= 18m 
FR 
Peso, 





Por consiguiente, 





394, St la recta que une los puntes A y 8 nocorta a la circunferencia dada, 
entonces lus tangentes AC y BD pueden scr trazadas de nanera tal, que el 


A 








FIG. 107 


unto de su intersección M se encuentre en los segmentos AC y BD (fig. 107). 
mn el triángulo AMB tenemos 

AM+8BM > AB>|AM—BM), 
y. dado que 

AC>AM. BD>8M, MC=MD 

entonces, 

ACH4 BD> 48 >| AC—BD| 

Si la recta AB cruza u la circunferencia, son posibles. dos casos: a) la cuer 

da cortada por la circunferencia en la recta AB, se encuentra en el segmento 


AB; br esta cuerda se encuentra fuera 
del segmento AB 





FIG. 108 FIG 109 


En el vaso ar fig. 108) tenemos 
AB > AL+ BF > AC+BD, 


puestu que las Iupotenusos AE y BF en los triángulos rectángulos AEC y BFD 
son mayures que las catetos AC y BD 

Fi el casa Lo el segmento AB se encuentra dentro del ángulo CAC: (Mig. 109). 
Iracemos por el punto É ua cirenglerencia concéntrica a la dada. Supongamos 
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que esta circunferencia corta a AC y a AC' en los puntos E y 2, Entonces, 
'C=BD y AE > AB. Por consiguiente, 


AB< AE=AC—EC=AC—BD 
395. Introduzcamos las siguientes anotaciones (fig. 110) 


LPCM=LQCN=0, L¿NML=ZNKL=y. L1CP=¿QUK= 
QU=x, PC==y, AC—CB a 








FIG. HO FIG 111 


De acuerdo con el teorema de los segmentos de las cuerdas que se cruzan de 
una circunferencia, tenemos que 

NQ-0K =AQ:0B = dl— 
Aplicando el teorema de les senos a los triángulos NQC y QCK, ubtenemos: 


xsena 


xsenf 
Tara A 


sen y * 


NQ 





Por consiguiente, 
X sen a sen 


NQ:QK= =0-x, 
IET 


my sen (0 B4 y) 
sen PHsen ysen(a +PE y)" 


de donde, 






Análogamente se determina que 
p= a sen y sen (a + BA y) 
Teaser p+sonysen a+ BE y" 
Así pues, x=y. 
396. Sean Bj, By B, y 8, los puntos medios de los arcos 4,4, Azdy 


AsAs y AsAr (fig, 1), Sea, además, a, el ángulo central correspondiente al 
arco Á/B; (i=1, 2, 3, 4). Designemos por q al angulo formado por los ««gmen- 


tos 8,8, y B,8,. Entonces, 
— A+ +4 
y= An , 


y. puesto que 
dada 201 + 209420, + 204 =2a, 
entonces, 

4 


q= 
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307. Elijamos los puntos A y B en la línea quebrada de manera que divi- 
dan su perimetro en dos partes iguales. Sea O el punto medio del segmento AB. 


Tracemos, tomando el punto O como centro, una cirenmíerencia de radio E 
donde p es el perimetro de la quebrada. Demostremos que esta circunferencia 
es la huscada. Supongamos lo contrario, o sea, que existe un punto M4 de la 


quebrada exterior a la circunferencia descrita. La longitud de la parte de la 
quebrada que contiene a M no es menor que AM-+BM, es decir, AM 


+8MG 5 Pero, 
AM 8M>2M0, 
En cleeto, del paralelagramo AMBD (Fig. 112) tenemos: 
DM=2M0 < BM+BD=AM+ BM. 
Puesto que MO > - entonces, de la desigualdad AM4 BM 23=2MO se des- 


prende que 4M48M > L Obtenemos una contradicción. 


398. Iracemos por el vértice A del triángulo dado ABC la recta AD pora- 
lola /a una de las rectas dadas x e y y que no curta al triángulo. A continuación, 





A 





FIG 112 FIG. 113 


bajemos desde les puntos B y C las perpendiculares BP y CQ a AD (fig. 113). 
Supongamos que las distancias desde los vértices del triángulo ABC hasta las 
rectas x € y Se expresan por múmeros enteros. Entonces las longitudes de los 
segmentos AP, AQ. BP y CQ también se expresarán por números enteros, En 
virtud de eso, 


ta L BAP SEE y te ¿CA0= E 


serán números racionales y, por lo tanto, será también racional el múmero 


BP _CQ 
tg Z BAP-tgZCAQ_ AP AQ 
T4+tg Z BAP tE LCAO — ¡43900 " 

IPAQ 


te LB4C= 





Por esla seran, es ampcible que el Z BACA, puesto que te 60 
un numero irracional. Por consiguiente, el A ABC no puede ser regular. 
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399. Supongamos que las rectas 4,8 y AB, se crucen en el punto O y que 
sea OD] AB (ig. 114). Puesto que AABA, LI ADBO y ARÁAB <A DO, 
entonces, 


De aquí, 





Por consiguiente, la distancia 


no depende de la disposición de los puntos A y 8 (si se conservan las magnr- 
tudes de a y b) 


A 





FIG, 114 HG 115 
400. Si K es el punto de tangencia del segmento MN con la exreunterencia 
(ig. 115), entonces BM =MK y RA=NC, de donde 
MN =BM+CN w 
Pero, MN < AMAN. Por eso 
2MN < BM4AMY+CNH AN 











AB+ AC, 
de donde 





Por otra parte, MN > AN y MN > AM, puesto que MA es la Inpotenusa del 
triángulo AMN. Por eso 24MN > ÁN 4 AM y, en virtud de (1) tenemos que 
3MN > ANENC4 AM+ MBÑWAB+ AC 

Por consiguiente, 






ma > PBRAC 


401. Sea ABC el triángulo dado, AB=BC, BO || AC, O el centro de la cor- 
cunferencia que hace contacto con AC; D y ÉE los puntos de intersección de 
esta circunterencia con AB y BC (fig. 116). Prolonguemos el lado AB hasta su 
segunda intersección con la circunferencia en el punto f. Demostremios que 
FE_L BO. Observemos que Z¿08P=¿0BE, puesto que estos ángulos son 
los ángulos en ta base AC del triángulo ABC, Luego, BT ==8, 
electo, si fuera BF > BE, entunces, trazando en BF el segmento BL'=BL, 
tendriamos que los triángulos OBE y OBE" son iguales y que OE'-=0E, lo cual 





iguálos 
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es imposible, puesto que el punto £” se encuentra dentro del circulo de radio 
OE; de análoga forma se demostrará que es imposible la desigualdad BF < BE. 
Pero la bisectriz BO del triángulo FBE deberá ser también su altura, lo que 


-+ L ABC no depende de la 


posición del punto O en la recta BO. Par consiguiente, la magnitud del arco 
DF, enya mitad se mide por el Z DFE, durante la rodadura de la circunferen- 
cia permanece constante 


era necesario demostrar. Por esta razón, Z DFE 





FIG. 116 


402. Valiéndonos de las denataciones introducidas al resolver el problema 324, 
hallamos 


_be4 ad 
4, 


Dividiendo miembro a miembro estas igualdades, obtenemos: 


aby ad 


E a 
“ad 








(ac+ bd). 





403, Sen ABC un triángulo regular con lus lados a y 7,, ry y 1, las distan 
cias dlesde el punto 31 de la circunferencia circunscrita al (riángulo hasta. los 
vértices de éste (fig. 117, Observemos, al principio, que para la posición del 
punto M dada en la fig. 117 tendremos que 


M=T4+ Na 


En efecto, sí trazamos DM= rz, obtendremos el triángulo equilátero BMD, De 
ayi se desprende que Z ABD= Z CBM, en virtud de lo cual A ABD=A CBM 
y, por lo fánto, AD=",. Aplicando al triángulo BMC el teorema de los cose- 
os, ohlendremos 








ri Lera cos 10 ri ri rar. 


Por consiguiente, 
ad tr ii rar) =20 


404. Supongamos que el lado AB del cuadrilátero ABCD cruza a la cir- 
eunferencia y que los lados BC, CD y DA hacen contacto con ella en los pun- 
tos E, F y G (fig 118) Puesto que CE=CF y DF=DG, entonces, la desigual- 
dad ABCD > BC+DA «s equivalente a la desigualdad AF > BE+ AG, que 
fue demostrada en la resolución del problema 304. 


405. Supongamos que cl lado AD del cuadrilétero ABCD no corta a la 
circunferencia y que los lados BC, CD y BA hacen contacto con ésta en los 
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puntos F, E y G (lig. 119). La desigualdad 
AD+-CB < DC BA 
es equivalente a la desigualdad 
AD < DE+46, 
que lue demostrada en el problema 394 
406, Sea R el radio de las semicireunferencias dadas. St Sy, fas -.., y SON 
los radios de las cireunferencias inscritas y di, da di sis diámetros 


(fig. 120), “está claro que al auruentar incon- 
4 mensurablemente 1 la Sima di dp. + da 


tiende a R, es decir, 
dido + =R 1) 


FIG. 118 


Además, tenemos: 
(Reeri=RIL(R— e, 


Ráry Re (R—A, 











FIG. 120 
Supongamos que sea d¿==—£ —. Demostremos que 
afa+ 1) 


OR: <A 
“0 +Da+2 
Tenemos: 
(Raras =R ARA — dy — 0 — dy — Pad? (2) 
Pero, 1 í ¡ 
arte hn) 
1 t 1 1 * a 
Rate ta) Rar 
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Colocando esta expresión en (2), hallaremos: 


O <P 
RE+DAFY" 


== 


Haciendo en la igualdad (1) R=1, obtendremos 





39 E 
Panel 


407. Sea O el centro de la mesa de billar, 8 el primer punto de rebotación 
y C el segundo punto de rebotación. Demostremos que si el Z ABC 0, enton- 
ces el A ABC es ¡sósceles (fig. T2). En efecto, el 
A BOCesisósceles, por lo tanto, ¿ OBC=Z OCB. 
Por la ley de reflexión (el ángulo de incidencia 
es igual al ángulo de rebotación) Z OBC= Z 0OBA 
y ¿0CB=¿0CA. Así pues, ¿ ABC=¿Z ACB. 
Por consiguiente, el centro O se encuentra en la 
altura AD trazada al lado £C. La posición del 
punto 8, hacia el cual hay que sig la bola 
para que después de rebotar de By C pass por 
el 0 puro 4, E puede fijar dándonos el ángulo 
'0D=a. Tenemos: 
pa Rcosa, BD=Rsena, BA= 
BD BD 








FIG 121 


cos2(%-x) cos Lo 
3) 
Puesto que BO es la bisectriz del angulo 8 en el triángulo ABD, entonces, 
BD_0D 
BA OA 
e bien 
Reosa 


— cos 2 ——, 
a 


de donde obtenemos la ecuación para el coso 


costa+ e cos o 


Resolviendo esta ccuación, hallaremos 





R 
san 4] 





da) 


Prescindimos de la segunda raíz puesto que, en virtud de que R >a, da cl va- 
lor de cos < —1 

Si supenemos ahora que Z ABC=0, obtendremos la segunda solución del 
problema. los puntos B y C sé encuentran en los extremos del diámetro que 
pasa por el punto A 


408. Sea S el vértice del ángulo dado a, A el punto del primer encuentro 
del rayo con el espejo, SB, el lado del ángulo, en el que se encuentra el punto 
Ay y SB, el otru lado del ángulo. Designemos los siguientes puntos de en- 
euentro del rayo con los lados del ángulo por 4, Ay, ..., de manera que el 
trayecto del Fay» dentro del ángulo tendrá la forma de una línea quebrada 
AÑA2A, - úlrg 122) 
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Tracemos sucesivamente, en sentido de rotación de SB, hacia Sl, los án- 
gulos B,SB,, B,SB, iguales al ángulo a=/ 8458,. Tracemos en el lado 
SB, (m=2, 3, 4, ..) el segmento SA; =SA (los puntos 4 y 4, coinciden) 
y demostremos que los puntos Az, Ay, ... se encuentran en una misma recta 
Para ello es suficiente demostrar que cada tres puntos sucesivos Az. Amar Añnea 





a FAA 
FIG. 122 


se encuentran en una misma recta (suponemos aqui m==0, 1, 2, ...). Observe» 
mos que A AmSAn+t1=A AnSAn+ en virtud de lo cual 


£ AnAm8=LAnAn+S. 

Análogamente A AnSAmi:=A An+1SAm+a y. Por consiguiente, 

LSAnm An =LSA + Aa+a 
Pero, por la ley de reflexión (el ángulo de incidencia es iguul al ángulo de 
reflexión) ' 

LSAmriAmra=L Andar B 
Por consiguiente, 

LAmAnaS+ LSAmnAm=L Ann + Ll An Am+1B > 7 


Do este modo, el trayecto del rayo, la quebrada A4/Az ha resultado 
desarrollado en la recta /(44145). Puesto que esta recta puede cruzar solamente 
un número finito de tados SB y, por consiguiente, el múmeru de reflexiones del 
rayo es finito. 

Está claro que si SB, es el último lado que curta la recta £, entonces 
no <P, y (n+ 1). Así pues, el número de reflexiones es iguel a un tal 
número entero n que satisíace a las desigualdades 





B 
AG Sn+i 


Para aclarar las condiciones con las cuales el rayo, despues de cierta can- 
tadad de reflexiones, pasará de nuevo por el punto A, construyamos una serie 
de puntos Cy, Ca, ... de manera que el punto C, sea simétrico al punto A 
respecto del lado SB,, el punto C, sea simétrico al C, respecto del lado SBa, 
<lc., en general, de modo que el punto C,, sea simétrico al punto Cy, respecto 
del lado 58, Es evidente que el hecho de que el rayo pase de nuevo por el 
punto A, eS equivalente a que pose la recta ! por uno de los puntos 
Ci (m=1, 2, ...). 
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Para formular analíticamente esta condición introduzcamos el ángulo 
y=L ASB, y dislinguiremos dos casos: 

2) el punto Cz por el que pasa la recta / es fal, que 4 es un número par: 

b) el punto Cz es tal, que k es un número impar. 

En el caso a) (este caso está representado en la fig. 122, donde +=6) 
L ASCp=ka Puesto que A ASC es isósceles, entonces 


x_ka 
¿sac= PE. 


Por otro lado, el mismo ángulo es igual 2 y-+a—B, por consigurente, 
a ta 
Fort, 


de donde, 
ie 32 m 


a 





En el caso b) tendremos que 
LASC;=(k+1)0—2y 
y. somo anteriormente, obtendremos la relación 
FEA 
de donde 
1 152 : a 


Si razonamos a la inversa, nos convenceremos fácilmente de que el cum- 
plimiento de una de las relaciones (1) y (2), para un valor entero de k. conduce 
a que la recta [ pase por el punto Cp. Por consiguiente, el rayo pasará de 
nuevo por el punto A cuando, y sólo cuando, (1) o (2) sea un número entero 
par. 





4. Lugar geométrico de los puntos 


409. El lugar pas buscado está compuesto por dos arcos de circun- 
lerencias: el arco BE con su centro en el punto medio C del arco AB de la 
circunferencia dada y el arco BF con centro en el punto medio del segundo 

arco AB de la circunferencia dada, con la particulari- 











» dad de que LEAF es tangente en el punto A a la cie- 
YA cunterencia dad (1. 12 

mmostración. Sea NY lun punto del lugar geomé- 
A, trico buscado, obtenido con ayuda del punto M lo. 
SÍ) mado en el arco inferior AB. Según la construcción el 

xi y iriángulo NMB es isósccles y. por lo tanto. 

18 
/ L BNA ==x L BMA=> L BCA 


Por consiguiente, el punto N se encuentra en la 

FIG. 123 circunferencia de centro C que pasa por los puntos A 

y B. Luego, el punto N deberá encontrarse dentro 

del ángulo BAL, es decir, se encuentra en el arco B£ de la circunferencia 
de centro C.Al contrario, si N se encuentra en este arco, entonces 


LBvA=hL BCA== L BMA. 
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de donde se desprende que Z BNA=Z NBM y que el A NMB es isósceles, 
Así pues, el punto N se obtiene de la construcción indicada. De análoga forma 
se electúa la demostración en el caso cuando el punto M se encuentre en el 
arco superior AB. 


410. El lugar geométrico buscado se compone de dos rectas l y k dispuestas 
simétricamente con respecto de la perpendicular común 88” a las reclas para- 
lelas dadas trazada a través del punto O. La recta 1 pasa por el punto > pur 
pendicularmente a OC, además, 8'C=0B (fig. 124). 





FIG 124 


Demostración. Sean M y 1 los puntos obtenidos durante la construcción 
con ayuda de la secante AA” La demostración se lleva a cabn solamente para 
el punto M (para el punto Y se realiza análogamente). Sea MP | B'C, enton- 
cos, ¿0AB==¿Z A'MP (como ángulos con lados perpendiculares). Por esta 
razón, los triómgulos rectángulos OAB y A"MP con iguales hipotenusas OA y 
A'M., son iguales. Por consiguiente, A'P=0B=8B'C. De aqui se desprende 
yue si E es el punto medio de OM, entonces, los puntos M, A”, C y O se 
encuentran en una circunferencia con centro en el punto £ y. por consiguiente, 
MC 1 0C, es decir, el punto M se encuentra en 
la recta 1. Al contrario, si Mes un punto de 
la recta Y y el ángulo MA'O es recto, entonces 
4'P<- 8'C=0B, de donde se deriva la igualdad 
de los triángulos OAB y A“MP y, por fin, la 
igualdad 04=A'M. Por consiguiente, el punto 
MM se obtiene de la construcción examinada. 








411, En el caso de rectus que se cruzan, 
el lugar geométrico buscado se compone de cuatro FIG. 125 
segmentos que forman el rectángulo ABCD, 
cuyos vértices se encuentran en las rectas dadas / y m y a uno distancia de 
éstas igual a la distancia dada e (dig. 125). 

Demostración. Sen el punto A tal, que MK 1 1, ML | my MK +ML=a, 
donde a es la longitud del seguiento dado. Tracemos por”el pinto M la recta 
AB de tal mancra que OA=0B, y MNOB. Sea AP | OB y Q el punto de 
intersección de AP con MN. Do la igualdad AN=%MN se desprende que 
MK=AQ y, por consiguiente, 


AP=AQ+QP=MK+ML=a 

Por consiguiente, el punto A es un vértice del rectángulo mencionado. Lo 
mismo es justo para el punto 8, así que el punte M se encuentra en uno de 
los lados de este rectángulo. Al contrario, si M se encuentra en uno de los 


lados de este rectángulo, entonces, razonando a la inversa, ublendremos que 
MK+ML=AP=a, 
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Si las rectas dadas l y m son paralelas y la distancia entre ollas es igual 
a h, el lugar geometrico buscado existe srlamente cuando a2>A, y representa 
un par de rectas paralelas a las dadas para « > h, y toda la zona entre l y m 
cuando 0= 





412. En cl caso de rectas que se cruzan, cl lugar geométrico buscado se 
compone de ockw semirectas que son las prolongaciones de los lados del rectán- 
gulo ABGD indicado en la resolución del problema 411 (fig. 126). La: demos- 
tración es análoga a la demostración dada en el problema anterior. 

Si las rectas dadas 1 y m son paralelas y la distancia entre ellas es igual 
a h, el lugar geométrico Buscado existe solamente cuando a-</, y representa 
un juar de rectas paralelas a las dadas en el caso en que «<A, o la parte de 
un plano que se encuentra ftura de la zona entre / y 7, cuando a=£. 





FIG, 126 FIG. 127 


413. Si el segmento AB se encuentra en la recta l y el segmento CD en la 
recta m, entonces, el lugar geométrico buscado se compone de cuatro segmentos 
que forman el paralclogramo PQRS, en el cual 1 y m son diagonales y la po- 
sición de los vértices Py Q se determina de la relación 


hpCD=a%, hyAB=e", 1 


donde hp y hg son las distancias desde los puntos P y Q hasta las rectas m 
y ig 12 

Demostración. Observemos que para las rectas 1 y m fijadas. el lugar geo- 
métrico buscado queda determinado por las longitudes de los segmentos AB y 
£D y la constante a, pero no depende de la disposición de estos segmentos en 
las rectas [ y m. En efecto, al cambiar esta disposición, las áreas de los trián- 
gulos AMB” y CMD no varían. Por esta razón, es suficiente examinar el caso 
particular cuando los segmentos AB y CD tienen un extremo común en el 
punto de intersección de las rectas [y m. En este caso los segmentos AB y 
CD seran los lados de un triángulo; el tercer lado del cual se encuentra en uno 
de los cuatro ángulos lormados al cruzarse las rectas [ y m. Por ejemplo, en 
la fig. 127 coinciden los extremos Á y C y el tercer lado es BD. 

Sea M_un punto del lugar geométrico buscado, que se encuentra dentro del 
ángulo BAD. Entonces, el arca del triángulo BMD será igual a 


Saño=1Samn+Scmo—S ago |=10*—Sano | - 

De aqui se desprende que la distancia del punto M a la recta BD no de. 
pende de su posición en la recta PQIBD. Para los puntos P y Q se cumplen 
las relaciones (1) 

Al contrario, supongamos que sea M un punto cualquiera en la recta PQ, 
donde los puntos Py Q han sido construidos de acuerdo con (1), De las 
relaciones 


se deduce 
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es decir, PQTBD. Por eso, 


Saun+Scuo=Saro+Samo=Samo+ Snep=Saep 0? 

Por consiguiente, el punto M pertenece al lugar geométrico buscado Los 
demás lados del paralelogramo PQRS se obtienen de forma analoga al hacer 
coincider otros extremos de los segmentos, a saber” (R si B=C, RS cuando 
Br= D y SP en el caso en que Aux D. 





414, El lugar geométrico buscado es una circunterencia simétrica a la cir 

cunfirencia dada K con respecto de la cuerda dada AB (fig 128) 
Demostración. Tracemos en la circunferencia K la cuerda AD | AB 5u 

pongamos que el A ABC está inscrito en K y que sca MM el punto de intersec- 

ción de las alturas de este triángulo 

Es fácil ver que ÁMCD es un paralelo- A 

gramo: DAJICM como perpendiculares a 2 

AB, y DCIAM como perpendiculares * 


obtenida desplazando la circunferencia K 

a la distancia AD en sentido de la 

cuerda DA. Es evidente que esta circun- 

ferncela K' es simétrica a la K respecto 

a AB. Al contrario, sea Mun punto en 

K' y MC | AB, Puesto que MC==AD, e 
entonces ÁMCD es un  paralclogramo 

y, por lo tanto, AMIIDC. Pero, Dee BC, 

puesto que ABCD está inscrito en K y el 

ángulo BAD es recto. Por eso aL BC 

y Mes el punto de intersección de las 

dlturas del A ABC. Por consiguiente, M 

pertenece at. lugar geométrico buscado. FlG 12 


415. Sea O el centro de la circunferencia dada y R su radio (fig. 129 El 
lugar geométrico buscado es la recta / perpendicular a la recta OA y que corta 
a esla recta en el punto B de manera que 


“4 " 
Demostración, Tracemos por el punto M una recta 1 | OA que cortara a 
la recta OA en el punto B, Supongamos que sea C el punto de intersección 


del segmento OM con la cuerda KL. De la semejanza de los triangulos VAC 
y OMB se deduce: 





de donde 
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Según la construcción, KC es una de las alturas del triángulo rectángulo OX 41, 
pur consiguiente 
OM-0C=R?, 

Sustituyendo esta expresión en (2 obtendremos la igualdad (1) 

Al contrario, sea M un punto cualquiera de la recta / jurpendicular a OA 

que 0B se delermina por la igualdad (1). Tracemos la tangente MK y 

KC OM. Supongamos que KC corta a la recta OA en el punto A”. Enton- 
ces, Tepitiendo la primera parte de la demostración hallaremas que OB se de- 
termina por la fórmula (1) sustituyendo OA por OA” De aqui obtendremos que 
0A'_04, es decir, el punto 4” coincidirá con el punto A, lu cual significa 
que el punto M pertenece al lugar geométrico buscadu. 








416. Sea 





Tracemos las bisectrices MP y MQ de los dos ángulos adyacentes con el vér- 
tice M y los lados MA y MB (fig. 130). Entonces, por la propiedad de las 
bisectrices tendremos: 
AP_p 40 
BPG YE 





De aquí se desprende que la disposición de los puntos P y Q no depende de la 
del punto M. Puesto que, además, Z PMO=F+ entonces, el punto M se en- 





FIG. 129 


euentra en la circunferencia K de diámetro PQ. Al contrario, supongamos que 
los puntos Py Q se han construido de acuerdo con (1) y que K'es la circun- 
ferencia de diámetro PQ. Si el punto M se encuentra en esta circunferencia, 


entonces Z PMQ 





Traceros a través del punto B RSI/4M, entonces 


P=? 0) 


de donde BR=8S y BM cs una mediana en el triángulo RMS. Puesto que 
el ARMS es rectángulo, BM=BR y, en virtud de (2), 


q 
Por esta razón el punto M pertenece al lugar geométrico que se examina, 


Para expresar el diámetro PQ por medio de la longitud a del segmento 48, 
de las relaciones 





PB=A8—AP=a—L PB, 


83=49-a48=2 BQ—a, 


hallamos: 





de donde 





Si p=q, entonces, el lugar geométrico buscado será, evidentemente, la 
perpendicular a la recta AB irazada desde el punto medio del segmento AB. 


417. El lugar geométrico buscado es la perpendicular al segmento AB tra. 
zada por su punto medio E. 

Demostración. El triángulo ADB es isósceles, ya que ZCAD= ZCBD, 
como ángulos que abarcan iguales arcos CD en ¡gualos circunferencras (fig. 131). 
Por esta razón, el punto D se encuentra en la perpendicular al segmento AD 
trazada por su punto medio E. Al contrario, si tomamos cualquier punto D 
en esta perpendicular, que no coincida con el punto E, entonces las circunle» 
rencias que pasan por ACD y BCD son iguales. Esto se desprende, por ejem- 
plo, de las igualdades 


== Ro 


dande a=Z BAD y B=ZCBD. 


418, El lugar geométrico buscado es una recta trazada por dos posiciones 
cualesquiera del úllimo vértice. 

Demostración. Sea, por ejemplo, A18,C¡D,E, una de las posiciones del 
poligono deformable y A2B,C¿D,É, otra de ellas. Los vértices A, B, C y D de 
este polígono se deslizan -respectiva- 
mente por las rectas La, lm lo y lo 
(fig. 132). Tracemos la recta £ por las? 

lones E, y Es del último vertico. 


Loa 








FIG. 131 FIG 132 


Supongamos que el vértice en la recta [4 ocupó la posición A, y en la recta 
1qn la posición D. El lado paralelo a A¿£, cortara a £ en el punto E”, y el 
lado paralelo a D,Es, en el punto E”. Según la construcción 

DE, AA, BB, _ CC, _ DD, _ Pf 

EE AA BB, CLi DD, EsEL" 





de donde 
E'E,=£E,, 

es decir, los puntos E” y E” coinciden. Esto si 

hallará Sobre Ja recta 1'en el punto E=£'=£” 


Lo inverso es evidente, puesto que la posición del poligono delormable 
puede ser construida comenzando desde cualquier punto E en la recta /, 





ifica que el iltimo vértice se 





419. El lugar geométrico buscado es una circunferencia que pasa por los 
extremos de la cuerda AB y uno de los puntos M, obtenidos de la construcción 
indicada en las condiciones del problema. 

Demostración. Introduzcanos previamente algunas denotaciones. Existirá 
una, y sólo una, posición C,D, de la cuerda CD en la que C,D, [| AB y cuando 
en la circunferencia dada K se puede elegir tal disección de giro vw, al moverse 
en la cual los extremos de las cuerdas sc encontrarán en la sucesión A, B, €, 
y D, (esta elección puede ser indeterminada solamente en el caso de la igualdad 
AB=CD, cuando las rectas AC y BD son paralelas). Desiguemos por a la 
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cuerda AB de la cireunierencia dada K, sobre la que se hallan los puntos C, y 
D,. por f, otra cuerda AB y por y, aquelia de las cuerdas C,D, sobre la que 
no se hallan los puntos A y 8. A continuación, anotemos con M, el punto de 
intersección de las rectas AC, y BD¡. El punto My se encuentra dentro de K. 
Sea Ky la circunferencia circunscrita al AABM) (fig. 133). Demostremos que, 
cualquiera que sea la posición de la cuerda CD, el punto de intersección de las 
rectas AC y BD se encontrará sobre Ky. 

Mientras ambos puntos C y D se encuentren 
sobre el arco «a, el punto M se encontrará 
dentro de K y, entonces, 


LAMB + mm) 


Si por lo menos uno de lus puntos C y D 
resulta en cl arco fs, entonces el punto M será 
exterior a K y 


LAMB 0 2 


En el primer caso M se encuentra sobre el arco 

FIG 199 AMIB de la circunferencia K,, puesto que de 

Es A acuerdo con (1) cl Z AMB no depende de la 

posición de CD y, por consiguiente, es igual al 

AMB. En el segundo caso, debido a que la suma de los miembros 
ferechos de (1) y (2) <s igual a 








1] 1 
70+Bz «2H, 


el punto M se encuentra en el arco AB de la circunferencia K,, exterior a K 

Es evidente que es justo también lo inverso, es decir, que cualquier 
unta M de la circunferencia K, puede ser obtenido ehgiendo adecuadamente 
la posición de la cuerda CD 


420. Designemos la circunferencia dada por O y la recta duda por L 
(ig. 134). Sea Mel segundo punto de intersccción de la recta PQ con O. 
Tomemos una circunferencia cualquiera Oy 
que pasa por los puntos P y Q y que corta 
por segunda vez a la circunterencia O en el 
punto R y u la recta L en el punto S. Sea 
A el segundo punto de intersección de la 
recta ES con la circunferencia O. 

Demostremos que MN|L. Con este fin, 
apltuemos, el siguiente conocido teorema de 
la planimetria, sí se conocen una circuneren- 
cia y un punte e, entonces, para cualquier FIG, 134 
recta que pasa por A y que corta a esta 
circunferencia un los puntos Ar y Ag. el producto de los segmentos AA¡:AA, 
es una ruaguitud constante que no depende de la elección de la recta. 

Designemos por A el punto de intersección de las rectas PQ y RS. Al 
principio apliquemos el teurema mencionado a la circunferencia O, al punto 
A y a las rectas AP y AR. Puesto que AP corta por segunda vez a O en el 
punto M, y a AR en el punto N, entonces 


AM-AP=AN-AR 1 


Apliquemos, ahora, el nismo teorema a la csreunferencia 0, al punto A 
y u las mismas rectas, Puesto que AP corta por segunda vez a la circunferen- 





gres 


cia O, en el punto Q, y a AR en el punto $, entonces 
AQ-AP=AS-AR. 103) 


De (1) y (2) se desprende la igualdad 


AFA a 


De la igualdad (3), en virtud del teorema inverso al teorema sobre la propor- 
cionalidad de los segmentos cortados por rectas paralelas en ls fadus de un 
ángulo, se deriva que MNIIQS, lo que era necesario demostrar 

De este modo, para cualquier circunterencia tipo Oy, el punto N puede 
determinarse como el segundo punto de intersección de ln recta que pasa por M 
y que es paralela a £., con la circunferencia O. Esta constricción determina un 
mismo valor del punto Y independientemiente de la elección de la circunferen- 
cia Oy. Por consiguiente, todas las rectas posibles RS oblenidas para diferentes 
circunferencias O, cortan a la circunferencia O en cl punto Y 

Los casos excepcionales cuando de (1) y (21 no se deriva (3), por ejemplo, 
cuando coinciden los puntos Ry Pon los Y y S, o cuando PQ'RS, pueden ser 
examinados como límites pira el caso general y se pueden emplear los razong- 
iientos de continuidad. 





5. Determinación de los valores máximos y mínimos 


421. Si A es el vértice del ángulo recto del A ALC y C y 8 se encuentran 
sobre las rectas paralelas dadas /, y l, (ig. 125), entonces 


ar E. 0 
ng cosq 


Por consiguiente, el aren del triángulo ALC será igual a 


1 ab 
Sanz AB:AC= 7 


De aquí se desprende que Sapo tendra su valor minimo igual a ab, cuando 


E] 
a 


Lo E 
Fa E 


FIG. 135 FIG 136 





422. Si R es el radio de la circunferencia circunscrita y r el de la inscrita 
(Mig 136), entonces 
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Cbservando que 




















a ¿a 
og cole ¡q 
a ay (a a a 
Ss sen | — y 14 cos | +) sen 7 
sen E son (EL 1 _ 
z Voz) 
a 
' 250 E Ñ 4 ! 
ala vila e 
cos (2) e08 y 3os(u y) 1 
obtenemos: 
eb 
7 É E 
VE cos ¡ai 
ES de í a 
La magnitud] tiene valor minimo cuando cos [a l, es decir, 


E n 
en virtud de la Jimutación U< a < 5 | cuando a==—; en este caso 
Y 2 4 
R 1 4 
LE Verte 


v2—1 


429. Supongamos que del rectángulo ABCD cortamos un triángulo con el 
vértice €, de lal manera que se ubtenga el pentágono ABEFD (fig. 137). Está 
claro, que el rectángulo buscado 48,C,D, 
deberá tener el vértice C, sobre el segmento 
EF. El problema consiste en hallar la post- 
ción de este vértice. 

Para hallar el punto C,, prolongamos los 
lados AB y AD del rectángulo hasta su 
intersección con la prolongación del segmento 
EF, formando el triángulo AMN. Sea 


AM=m, AÑ=n 





FIG. 137 B¡G1=AD, —x. 


De la semejanza de los triángulos AMN y D,C,N tenemos. 
CD, 
mn 





de donde 








0 
CD,=>Mm-0 
A Y 


Por consiguiente, para el área S dol rectángulo 48,C,D,, igual a AD,=C¡Di. 
obtenemos la vapresión 


m 
UY des 
Transtorinando estu expresión a la forma 
A y 
s=2 [5- +=) 1. w 
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A , sa a ño 
deducimos que S tendrá su valor máximo cuando 3-:=0 es decir, cuando 


. Designemos por C, la posición del vértice C,, correspondiente a x= 





7 7" 

Observando que la expresión (1) para S decrece al aumentar |5-. de 
decir, al moverse el punto C; desde el punto Cy hacia el vertice M'o hacia el 
vértice F, hallamos que son posibles los tres casos siguientes 

1) El punto Cy se encuentra sobre el segmento £F; en este caso, el vértice 
C, del rectángulo buscado coincide con Cy. 

2) El punto C, se encuentra sobre el segmento ME; entonces, Cy debe to- 
marse coincidente con E. 0 

3) El punto C, se encuentra sobre el segmento FN; en este caso, el Punto C, 
debe tomarse coincidente con F 

Queda hallar el criterio para distinguir estos casos con ayuda de las mag- 
nitudes a, az, b y bs dadas en las condiciones del problema 

Primeramente hallemos la magnitud n. De la semejanza de los triángulos 
ECF y NDE tenemos: 








de donde 
ba 
n=b+L (aa) a 
uy 


Observemos, ahora, que el punto Cy resultará dentro del segmento EF st se 
cumplen las desigualdades 
bb, <x<0. 


á n 
Sustituyendo aquí x=3, con el valor conocido de n, obtendremos: 


bb a 
b=b, < 7, e <b 
listas desigualdades se pueden transíormar fácilmente a la forma 


ATAR ' 1] 


Si no se observa la desigualdad 1zquierda, el punto C, resultará en el segmento ME, 
y si no se cumple la desigualdad derecha sobre el segmento EN 

Definitivamente se obtiene el siguiente resultado: sí para los datos a, b, 
y », se cumplen las dos desigualdades (3), entonces el vértice C, del rectángulo 
de brea máxima se encuentra dentro de los límites del segmento EF y el lado x 
de este rectángulo se calcula por la fórmula d 





pb Í 
» 
7H ta—a,), £ ,, 
si no se cumple la desigualdad izquierda de (3), 
el vértice € coincide con el punto E, y si mo 
se cumple la derceha, con el punto F 
ó 8 


424. Describamos una circunferencia que pase Mee 
por los puntos A y B y que haga contacto con 4 
el segundo lado del ángulo (fig. 138). El punto 
de tangencia será el punto buscado, puesto que para cualquier punto C” perte- 
neciente a esta recta el ángulo AC'B se mide por la semudiferencia de los 
arcos AB y A1Bj, mientras que el ZACE se wide por ta mutad del arco AB. 


el 





Observemos, a continuación, que 10C)?=-08-04, Por consiguiente, el pro- 
blema se reduce a la construcción conocida de la media aritmetica de las Jongr 
tudes de los segmentos dados OA y OB. 


425. Analicemos tres casos posibles de dispusición del segmento AB respecto a 1 

1 ABI Para cualquier punto M1 de la recta £ tenemos que | 4M—8M | 30, 
ad-mas, existe un punta M, para el cual | 4M, - BAo[=0. 

Este puntu es el pie de la perpendicular bajada desde el punto medio del 
coto 48 a la recta L- El punto AM para el cual la magnitud | 40184] 
Iris su valor maxama, no existe. Esto se desprende de que | AM—BM |< AS 
¿ad es posible solsmente en el caso cuando A, 6 y M se encuentran 
e tina misma recta 

br AB 1! Puesto que (AM—BM|<AB, entonces, para el punto de 
intersección de la recta ¿con la recta AB, la magnitud |AM—BM] tiene su 
valor máximo igual a la longitud de AB “El punto M4 para el cual la magnitud 
¡AM=BM! wria minima, no existe. 

9) La recta, AB 10 es paralela y no es perpendicular a 1. Es evidente que 
1497 —B41 | adquirwa su valor minimo $: M es el punto de intersección de la 
recta cun la perpendicular al punto medio del segmento 48. La magnitud 
¡AM—8M | tendrá su valor máximo cuando el punto M sea el punto de inter 
sección de AB con 1 









so 


426 Seu MLN una posición cualquiera de la secante, AP LOA y AQUOM 
fe 13 











» e 
FIG 139 FIG, 140 
Introduzcames las siguientes denotaciones 
ar=área A APM, 
y AAQN, 
ea A APQ, 
rea A OMA, 
ALA 
PAN 
Tenemos" 
S=2%0x4y 
Es evidente que 
Z Yi lo 
s so a 





Por consigniente, 





EAT tu—or 
AO ES 


El valor umm So se ubticne pura a=5, lo que era necesario demostrar. 


497 Sea apb=g (fig 1407 De acuerdo con el teorema de los cosenos 
E= +0 2abeos q - aria rt —2a (q 
= +2? (1 +05 4) —2aq (14058 q)= 





at 


b 
FU + ES decir, cliamdo sea a=b 


== 





428. Primera resolución. Examinemos el A 48€ con hase A£ y des: 
por a, b y e los longitudes de los lados opuestos respectivamente a los angulos 
A, E y C: hagamos a+b+i =p 

De las relaciones 














a e _ h 
A Rmna—= 0) 008 
hallamos 
en A 48 , 
o sen (A 
k *-— id 
2 
Puesta que + >0 y sen > B, entonces, p tendrá su valer maximo cuando sea 
B_a 
=> 
MEE 


En este caso A=C y el A ABC es 1sóscelos. 

Segunda resolución, Tracemos con la base dada 48 como cuerda 1 seg 
mento que abarque el ángulo dado q (fig. 141) y examinemos los dos triángulos 
inseritos en este segmento. el triángulo isósceles ADB y el na isósceles ACB. 





FIG. 141 FIG 142 


Desile el punto D describamos una circunierencia de radio 40=D8, prulon 
guemos AC hasta su mtersección con fa eseunferencia en + punto 3 y una 
mos el punto Al con los puntos D + 8 Obtendremos: 


ADT DB=AD+DM > AM=AC | CM 
Pero en el triángulo BOM 
LUBM=¿ ACB L CMB=¿CMB, 
puesto que Z ACB=Z ADB y se mide por vi arco AR, imentras que el 
LAMB se mide por la mitad del arco AB. Por consiguiente, CM =CB y 
JD -DB > AC+4 CB. 


Er 


429. Designemos por Ri y Ra los radios de las circunferencias circunscritas 
respectivamente a los triángulos ACD y 8CD, y llagamos Z ADC=0, AC=0 
C=a (fig. 142). Tenemos: 





a a 
Ra MBCTIRTA 

De aquí HL . Los radios R¿ y R, serán los mínimos cuando sea p=; 

$ en esle caso D será el pie de la altura ¿D 


430. Cada una de las circunferencias 

cortadas deberá hacer contacto con dos de 

los lados del A ABC (véase la fig. 143). 

además, las circunferencias deberán tener 

contacto una con la otra. En el caso con: 

trario el radio puede ser aumentado. Por est 

razón, los centros do las circunferencias «e 

0 encuentran en dos biscelrices de los ángu 

A NN los huternos, por ejemplo, en las AQ y 
A CO, donde O es el centro de la circunferen 

4 cia inscrita al A ABC, Si r es el radio de 
Fla. 148 la circunferencia, inscrita en el A ABC y p 
esel radio de las circunferencias cortadas, 


entonces, del A A0C tenemos que 


de donde hallamos que 


O 


De esta fórmula se desprende que p sera mzalino cuando como b se toma el 
lado mayor. 


B. ESTEREOMFTRIA 


1. Problemas de cálculo 


431. Sea a el lado de la base, d la diagonal de la cara Interal del prisma 
y £ la arista lateral (fig. 144). Tenemos 





de donde 





El 
Busen | 
2 





3-12 


432. Sea H la altura de la pirámide y a la longitud del tado de la base. 
Examinando los triangulos semejantes OMS y ABS (fig 145) hallarcmis 





0) 
Ss 
2 2 
' 
A El 
3 ES Á 
FIG. 144 FIG. 145 
Análugamente, de los triángulos OXS y CBS obiendremos 
Yqm- 
a 





7 


2 


Dividiendo miembro a miembro la igualdad (1) por la (2) tendremos: 


[EARL 


Es 





de donde 
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En resumen, para el volumen V obtenemos la siguiente expresión: 


l= po A 
3 pe) RI 


433. Sea Il ta altura de la pirámide, x la allura de la cara lateral, trazada 

desde el vértice de la piramide, R el radio de la circunferencia inscrita en la 

base, 7 el radio de la circunferencia circunscrita 

$ a la base y u el lado de la base, De la semejanza 

de los triángulos CA¡B, y CAB (fig. 146) ubte- 
emos: 


Hh_R 





de donde 











ra R 
cos 1 
FIG 140 y, por lo tanto, 
1 ES 
cos — 
" 


Puesto que para «l nrea de la hase y el volumen tenemos las siguentes insmulas 


t 
dius q sen == y Fo z Spaselly 


entonces, 
0 





EJ 
HAnsen — 
” 


Coluando aqui el valor hallado de 21, hallamos 





¿ a 
(03 (Mai 1 








8 2 
THE y Apr sen L, la superficie lateral es igual a 


nesto que x= p 
a xa=ar send R4 H* 
y :0=11 . 


o, delimtivasiente 








evt aa EN 
[5 1057] 3 [I=008 7) A 
El A ayi 
= hy — pa = 
asen (1—cos —] 





434. Sean M y N los puntos medios de las aristas ES y DS (fig. 147); 
es fácil ver que AMNC es un trapecio, ya que MN [[ED y EDIL AC. Es evr: 
dente también que 

y 
MN=34- 


Haciendo uso de la fórmula (1) para el cuadrado de la mediana de un 
triángulo en la resolución del problema 370, hallaremos: 


CN VETA 
1 AL 
Luego, 
KO ua Lg en e, 
puesto que Z ABK==3E. Si KL es el segmento que une los puntos medios de 
la base del trapecio ACNM, entonces 












3n 


(qu aprovechamos que sen 
igural a 
Sac (MN + AC)KL= (24 V5) VIT FRA 


435. Sean E y EF los puntos medias de las aristas de la piramide regular 
triangular SABC y D el punto medio del segmento El (fig 148). Dado que 





FIG las 





la sección es perpendicular a la cara CSA, entonces, el Z SB es ncto Pro 
lungando SD hasta su intersección con la recta AC en el punte Af, examineinos 
el triánguio MBS. El punto D, obviamente, divide al segmento SM por la mi- 
tad. Puesto que, además, BD | MS, entonces, el triangulo MBS es 1sosceles; 
SB=MB. Supongamos que el lalo de base de la piramide es igual a a 
Entonces, 


S _ay3 
se=u6- 22 


an 


La altura de la cara lateral es 


SM = Y SC? 


Por eso 





entonces 





436. Sea a la lungitud del tado del cuadrado que se encuentra en la base 
del prisma, £ la longitud de la arista lateral del prisma y d la diagonal de la 
cara lateral ((1g. 149). Dosignemos por Ssee cl 
área de la sección; se ve fácilmente que la super- 
ficio total del prisma será igual a 4(S—Sy); 
por eso, es suficiente determinar Syeg- Tenemos 





Sie sea a=dY ¿sen $ . 


ama Y 








1=V4 
Luego, 


2% a ld 
Sut 2 








e (nt GA Y 200 5 Visa) 


FIG. do 


De uyur 
25 


A o -->— AI 
sent 2sen? 742 Y 8005 Y usa 


y, por comaguicnte, 


Sena 


sena sn G +2 Y sen EY coa 





Su 


En conclusión, después de las correspondientes simplificaciones, hallamos que 
la superficie total del prisma es igual a 


senz+V 2054 
Shar paro HS Sp) =458 ———K + 
cos 7 psenz + Y 2ose 
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437. El lado de la base de la pirámide es igual a a= 2rsen a (por el lema 
conocido al teorema de los senos). La arista lateral (fig. 150) es 














CA s 
(=$ — 1 cos Á 
eng 4 
Por esta razón, la altura de la pirámide será E 
> 
a=]/ P= A pa 2 
+ e 
y, por consiguiente, el volumen de la pirámide será a 
igual a 
e A 
AV 32 ta Y Bo E 
V=gh 7 qr sena Vv 3 cos' osa. FIG. 150 


438, Sea ABC'D” la sección indicada de la pirámide OABCD, Traceimos el 
plano auxiliar OPN a través del vértice O de la pirámide y los puntos medios 
de sus aristas AB y CD (fig. 151). 

Es fácil ver ss el plano OPN es perpendicular a AB y CD, y que los 
segmentos OP y ON son iguales. 





. El 
FIG. 151 FIG. 152 
Aplicando el teorema de los senos al triángulo OPM, hallamos. 
OM_ sena 
OF Gn" 
Puesto que D'C'|IDC, entonces a 
1757 M sen xa 
A a a 


Aplicando el teorema de los senos al trián:ulo PM, hallamos que 
PM__ senda 


de donde 





20 


Ahora, obtenemos el área buscada de la sección ABC'D'; 


a Sen? Da cos ae 


1 a 
id 1 CCPM da 





439 Emph 





ida las denataciones de la fig. 152, examinemos ye parte del 


desvan OSEMA Esta parte consta de doc piramides La primera pirámide 
tiene roma base SEM y su vértice es O; si volumen es 


en 
38 


La segunda purantide tiene como bese BMY y sin vertico es O, su volumen sera 


pS 
Y 30 Sym - 








Ast mues, es vnfiimien del desván es Igual a 


AS 





440 Scan BM y CM las perpendiculares trazadas desde los vértices B y C 
dela hase (lg 458) a lu arista lateral SA. El ángulo B.MC formado por estas 


$ 





LIO 15 bu 





perrendiculares es el buscado Designémoslo por fi. Es obvio, yue 


Em 10) 


Sea e ul halle de la base dí la pirámide. Entonces 











Eu 
ETNIAS a 
38= J/ (2) HE) TA 


Del trrangule ruscches ASB hallamos fácilmente sí ultura 63 


En= 








De este modo, en virtud de (1) 


y, por consiguiente, 


aa 
Aden ES 
441. Tracemos un plano por la arista SA y el punto N del pie de la pa 
ndicular AN al segmento BC (tig. 154). Sea ÑM la altura del triángulo ASN, 
E segmento V31, por ser perpendicular a AS y BC, evidentemente, es 
a d. Designemos por u el lado de la base de la piramide, Lutonces 








SA= 


E 
2sen y 


y la altura de la pirámide es Igual a 





SO= Y SA—AG 


Gsen 
3 


Puesto que AN-SO=AS-4, entonces 


Como resultado, tenemos: 
uy 3s 


=3 g 





442. Sea AD=a, BC=0 (fig. 155). Tracemos el segmento LF que une los 
puntos medios de las bases del trapecio. Es evidente, que el angulo diedro 
adyacente a AD es menor que el ángulo 
ndyggente a BC. Sen £SEÓ=0 entonces 
L¿SFO=24. 

Tenemos: 


SO=0F-tg 2a= 0F-Iga 


Pero, 





y obtenemos la ecuación a-tga=0-t2 2, 
resolviendo la cual, hallaremos. 








Luego, obtenemos" 





E E 
SO=0E tga=>teF ] 
ato 


E 


Shase 





, fado, 
(0E+0F)=(=;>) ue 


* Este resultado demuestra que siendo a < 2b el prublema no tiene sentido. 
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y. por fin, el volumen de la pirámide será igual a 


aby? 
qe 24 








eya». 





LM=61g30=2Y 3 cm 


Del triángulo rectángulu SML hallamos que 


2—(2V 3 = y Tom. 





5M= 





444, Supongamos que sea S el vértice de la pirámide, SO su altura, BN=NC 
dig. 15%). Desagnemos por a el lado de la base de la pirámide. Hagamos pro- 








FIG. 156 FIG. 157 


sí 


visionalmente =h. Entonces, de la semejanza de los triángulos hallamos 





lacilmente que 


EF=ahk, KM 





y del AMKO ubtenemos que 





El érca de la sección es igual a 








1 4 148] 
F(ADH LE) OM=2 (04 +20) 3 
El area de la base, como el área de un Hexáguno regular com el lado a, es 


, 
igual a 6 LEA, y ta relación buscada de los áreas es Igual a 


1 
6cosH 











+2. e 
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Por consiguiente, el prublema se reduce a la determinación de 4. Para esto 
fin hagamos ¿SNÓ=0. Entonces, por el teorema de los senos, del SOM 
obtendremos: 


po 
so] 58) 
si=so 2 
sen Br) SST 





Puesto que SO=SN-sen q, entonces 





cos $ sen 1 
Sen pE 6 
Queda determinar cotg p. Para ello, observemos que 
si=Zcg2, on 2, 





2 


SO-= Y SNT—=0N? 





y. por consiguiente, 
colg y 





Colocando este valor en la fórmula (3), obtendremos 
V cz 3 
V o F—3+ Y EJ) 


445. Desde cierto punto S que no coincida con el vértice C y que se 
encuentre en la arista del ángulo triedro, que no es lado del ángulo plano a, 
bajemos las perpendiculares 53 y SD a los lados del ángulo plano indicado y 
la perpendicular SA a la respectiva cara 
(fig. 158), Designemos los ángulos buscados 
por Pym 

£SCB=y,  LSCD=B, 
Supongamos, a continuación, que ¿ ACB=a" 
y ZACD==a0". Haciendo CÁ=a, de los tri- 
ángulos rectángulos CBA, SBA “y SBC ha- 
Vamos: 








ta 
A id 
cos y cos a, ad 


Análogamente obtenemos: FIG. 138 
gh =secptgo” 


El problema se ha reducido, por consiguiente, a la determinación de tga” y tga”. 
Tenemos que a'-ba"=a. Calculando por diferentes. métodos el segmento SA; 
hallamos: 





SA=asena' tay 
SA =asen a” tab. 
De aqui sen a=sena"tg f cotg y y, por consiguiente, 


sena (sen a cos a —cos a sen a”) 1g B cotg y. 





Como resultado, dividiendo ambos miembros de la última igualdad por cosa”, 
obtenemos: 


,_ sena tgf cotg y 
++e0s a tg cotg y" 
Cambiando de lugar a $ y y, hallaremos: 


tga 





sen e tg y cotg $ 
+c0s a tg ycotgf * 
De este modo, un resumen obtenemos: 


tga” 








tg y 580 a 18 $ cosec y 
LN TFosatgpcolgy 
A sen a tg y cusec 

18h; = Ena ter Bb 





+ cosa tg yeotgB" 


446, Puesto que la suma de los ángulos internos del poligono regular es 
igual a 21m, li cantidad de lados del polígono será n+2, Sca PQ la altura de 
la piramide (ig. 159). Examinemos uno cara lateral cualquiera de la pirámide, 





FIG. 159 FIG. 160 


por ejemplo, el A QAB y su proyección sobre la base, es decir, el A PAB. De 
la condicion del problema se deduce: 





Dilo que las áreas de los triángulos son entre si como sus alturas, bajadas a la 
base común AB, para el coseno del ángulo diedro de la base tenemos! 


De aquí se desprende que la apotema de lo base de la pirámide es igual a 





d=hcotgp=h 





VE-1 


A continuacion, lalfamos el lado de la base 





284 


Puesto que el área de la base es 
1 











qu+2 ad, 
entonces, el volumen de la pirámide será 
e Ly LA, 
== 





447. El cuerpo obtenido es un octaedro cuyos vertices se encuentran en los 
centros de simetria de las caras del cubo (tig. 160). El volumen del vetaedro es 
igual al doble del volumen de la pirámide cuadrangular regular [ABCD de 


altura $ y el áreu de la base 4BCD de la cual 


es igual a La, Por consiguiente, el volumen bus- 


7 
cado es igual a 





448. Es fácil ver que en la sección se oblen- 
dra un (rapecio isósceles ABCD (véase la fig. 161) 
Sea P.el punto medio del lado EF de la base de la 
pirámide, Examinemos el A SPR en el que entra la 
altura SO de la pirámido. El segmento KO, eviden- 
temente, es la altura del trapecio ABCD. Dado 





que KO |¡SR, entonces K0=> h, donde h ex la 


apotema de la pirámide. Es obvio también, que Mea 
AB=24, donde a es la longitud del lado de la e) 


base de la pirámide y que D== EF =z0. De: aqui que sen 


y Lio 2 2 Sah 541 
Sm=y (1045) =P (70) 


y» Por consiguiente, la relación buscada es igual a 


449. Sea A,BC,D el tetraedro dado y ABCDA¡B,C,D, el paralelepipedo 
obtenido dela construcción indicada. Es lácil comprender que las aristas del tetraedro 
son las diagonales de las caras laterales de paralelepipedo (fig. 162) El tetraedro 
puede ser obtenido eliminando del aralalepípedo cuatro pirámides cquidimen 
sionales: ABDA1, BDCC,, 418,C,B y A¡D,C,D. Puesto yue el volumen de cala 





1 
pirámide es igual a <7 del volumen del paralelepípedo, la relacion entre el vo- 
lumen Eye del puralelepipedo y el volumen Y'yetz del tetracdro sera 


sar S = E A y =3 
Vretr 4 


450. Es fácil ver que los vértices externos de los tetraedros se encuentran 
en los vértices de cierto cuadrado Para determinar la longitud de su lada, 
tracemos por el vértice $ de la pirámide y por el vértice externo A de uno 
de los tetraedros un plano perpendicular a la base de la pirámide cuadrangular 
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(hig, 163). Este plano pasará por el pie O de la altura de la pirámide, por el pie Q 
de la altura del tetracdro y por el punto medio M de la arista KL. Bajando la per 
pendicular AB al plano de la base de la pirámide, examinemos el cuadrilátero SOBA 
Su tado 08 es la miad de la dingonal del cuadrado mencionado y debe ser 





FIG. 162 FIG. 163 


determinado. Es fácil revelar que SOBA es un rectángulo. En efecto, haciendo 
LO0MS=a, y LASM=f, hallamos: 


“e 





Por eso SA y OB <on paralelos y, por consiguiente, 
0B=SA=a. 


Asi pues, la distancia buscada es igual a a Y Z. 





451. Supongamos que el plano secante ha sido trazado por cierto punto de 
la diagonal HP del cubo dado (fig. 164). Examinemos al principio las secciones 
que cortan a la diagonal en los puntos del seg- 
mento OP. Separemos la seccion QRS que pasa 
por tres vértices del cubo, ella, evidente- 
mente, pertenece al conjunto que se examina. 
Es un triangulo equílátero cuyo lado es 
aVZ. Es fácil calcular que la distancia 
desde esta sección hasta el centro del cubo 


e 





















Es evidente, que si 





es igual a 








en la sección se obtienen trián 





5 

ulos equiláteros. Puesto que la relación entre 
los lados de los triángulos en cuestión es 
igual a la relación entre sus distancias hasta 
el punto P, entonces 


De aqui, tomando en consideración que 


a 
dE 3 
QR=a yZ y eE, 
hallamos. 
MN El Vla—xV6. (1 





El Y > x2>0, entonces en la sección se obtienen los hexágonos ABCDLF. 

Los lados AB, F£ y CD del hexágono son respectivamente paralelos a los 
lados QR, QS y RS del triángulo equilátero QRS. Por esta razón, en su pro longa- 
ción, imtersecándose, forman ángulos de 60”. Teniendo en cuenta que AF || CD, 
etc., llegamos a Ja conclusión de que todos los ángulos del hexágano son igna- 
les a 120%, Es fácil ver también, que AB=CD=£F y BC=DE=AF (se dehe 
tener en cuenta que los lados del hexágono cortan en las caras triángulos 1sósce 
les). 

Con el fin de hallar las longitudes de los lados del hexágono, protonguemos 
el lado AB del hexágono hasta su intersección con las prolongaciones de las 
aristas PQ y PR en los puntos M, y N, La longitud del segmento M,N, 
puede sor caleulada por la fórmula (1). Conociendo M,N, hallamos el segmento 


Si 








pa 
BM, A Mi8,—a) VE VI 10 
De donde . 





AB=M,N,—28BN, VI+xV6 2 


7 
El lado BC se pudria hallar análogamente. No es dificil, sim embargo, come 
prender que BC=BN, y, por consiguiente, 


B0=5 VIV 6. (5) 


Señalemos que en la sección con cl plano a 
que pasa par el punto O se obtiene in hexágono 
segular (véase las lórmulas (2) y (3) para x=0). 
Los vértices de este hexágono <o encuentran en los 
[fos medios de los aristas del cubo (Ug 165). Es 
cil ver que si a una de las dos partes en las 
que el plano «e divide al cubo se la hace girar 60* 
en torno a la diagonal OP, entonces el hexágono 
coincide consigo mismo y obtendremos dos poligo 
nos dispuestos simétricamente con respecto al 
plano xr. Por consiguiente, la sección que corta a la FIG 165 
diagonal en los puntos del segmiento HO a la dis- 
tancia x del punto O, se obtiene de la correspondiente sección del conjunto 
de planos secantes ya examinado haciéndolo girar a É0" 








452. En la proyección se obtendrá un hexágono regular cuyo lado será igual a 

ayó 
q 

proyccción de todas las secciones posibles del cubo, examinadas en el pro- 
blema 451 (véase la fig. 164) Todas las secciones indicadas se proyectan sin 
modificar sus dimensiones y obtendremos la figura mostradu en la fig. 166 

Valiéndonos de que el lado del triangulo RQS es igual a a Y Z, del trian- 
gulo GOS hallamos: 





Para convencerse de csto es cómodo representarse el resultado de la 
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y 


de donde Gs=222. Puesto que, a continuación, el lado del hexágono regu- 





aYz 
lar 4,8,€/D,E,[ y (vease la fig. 164) es igual a als entonces, la relación 





buscada resultara igual a 


(Uay (A 








453. Sea AEFD el trapecio isósceles que se obtiene en la sección y sean 

G y H lus puntos medios de sus bases (vease la fig. 167). Bajemos desde el 

punto 11 la perpendicular HHK a la base de la pirámide. Puesto que H es ol 
punto mudio de SA, entonces 


y) 





FIG. lA FIG. 167 


Determmemios, a cuutinuación las longitudes de los segmentos QO y QS. 


Dado que 
Q0_60 
HR GR 


entonces, teniendo en cuenta (1), obtenemos que 





h a 
A 


de donde 


(2 





Bajenios desde el punto S la perpendicular SM a GH Entonces, de la semejantes 
de los triángulos $41Q y GOQ tenemos que 


sm _60 
au 


y, por consiguiente, la distancia buscada «s igual a 





60 da 
M8 o 





454, El cuerpo que se examina está compuesto por dos piramides con base 
comón KMN (fig. 168). La altura OR de la piráwide inferior ys fácil de hallar. 
bajando desde el punto P (punto medio del lado KA) la perpendicular PD a la 
base de la pirámido. El punto D dividirá al segmento QL por la mitad. Valién- 
donos de este hecho, del A APD oblenemos: 





20 DA 
RQ QA 
De aquí 
4 
RQ=z PD 
y. por consiguiente, 
1 
OR= PD=5 





Aqui, hemos aprovechado que la altura de un tetraedro regular es igual a 


y? 





El volumen buscado es igual a 





r.2YZ 
A 


455. Supongamos que sea AMKN el cuadrilátero obtenido en la sección y Q 
el punto de intersección de sus diagonales (véase la fig. 169). Al examinar el 





FIG. 169 


ASAC es fácil ver que Q se encuentra en la intersección «de las medianas de 
este triángulo. Por eso. 





MN_SQ_2 
BD 5073 





y, por consiguiente, 


MN b. 





Luego, del triángulo rectángulo SAC hallamos que 





Ls Le 
AK=3 SC==3 VP 
Puesto que AK | MY, entonces 


Sie =$ AK-MN =% VITA 
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456. Sean NQY1Q, y E ML,M, las secciones paralelas del prisma (fig. 170), 
a la longitud de la diagonal AC de la base y ff la longitud del segmento KK; 
Entonces, el área de la primera sección será 


H a 3 
sh (0+3) Gta. 
El área de la segunda sección será 


S q PT (ACA LM) EF PITIA Cd LM. 


Pero, 


E a Es eS 1 
Asliza, (MG, Lii=G 0, PTS ZA, PTA, 


lo que se ve fácilmente de la semejanza de los triangulos correspondientes. En 
virtud de esto, ublenernos: 





Observación. Este problema puede ser 
fácilmente resuelto por otro procedimiento, 
si se foma en consideración la fórmula 


Sproyee=S cos y, mí) 


donde S es el área de cierto poligono dis. 

pisto en el plano P, Sjypyee es el área de 

la proyección de este "póligono sobre el 

pe y 4 esel ángulo entre los planos 
y 





FIG, 170 De acuerdo con la tórmula (1). las 
áreas de las secciones paralelas examinadas 
en el prublema son entre sí como las áreas de sus proyecciones. Así pues, 


nuestro problema se reduce a hallor las áreas de dos figuras: L¡M¡CMLA 


y NiQICONA (big. 171) (las letras con rasgos significan las proyecciones de los 
puntos correspondientes sobre la base del prisma). 


457. Examinemos la pirámide KAEF, que es uno de los poliedros (véase 
la fig. 172). Consideramos que 


Por esu, 





y, por consiguiente, 


1 
Sparr=3 5480. 0 


Supongamos, . continuación, que KM y SN son las alturas de las pirámides 
KAEF y SÁBC. Es facil ver que 
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Por eso 
KM==5SN 


y. por consiguiente, teniendo en cuenta (1), obtenemos que 








UN 
s 2 
La relación buscada es igual a zz. 
y 
0 
A 
y 
6 
FIG. 173 FIG. 172 


458. Tomemos la cara de área S, como base ABC de la pirámide dada ABCD. 
Sea DO la altura de la pirámide y DA, DB, y DC, las alturas de las caras 
laterales (Mig, 173). 

Según el teorema de las tres perpendiculares OC, | AB, OA; | BC y 
08, | AC, en virtud de lo cual los ángulos Z DC/O, Z DA|O y ¿Do son 
ángulos lineales de los respectivos ángulos diedros y según 3 condicón del problema 
son iguales. De aquí se deduce la igualdad 
de los triángulos DOC, DOA, y DOB;. Para 
comodidad del cálculo introduzcamos as 
siguientes denolaciones: 

DO=5M, DC,=DA¡=DB,=h, 
0C,=04,=0B,=r, S1+5,+5,=5. 
Es evidente, que r es el radio de la circun- 
ferencia inscrita en el A ABC, El volumen 
de la pirámide ABCD es 


V== Sol. mm) 





Del triángulo rectángulo DOC, obtendremos. 

He=YVi=ñ 12 
Así pues, el problema se reduce a la determinación de la apotema A y del 
radia r. De la fórmula S,==3 ABA y otras análogas obtendremos las expresto- 
nes para los lados del triángulo ABC: 






Pos consiguiente, el semiperimelro sera 
HAB 48040) ES 





Luego, 





q 
y por la fórmula de Heron 


Si=p(p—ABr9—-BC) tp  ACI= 
3,525 5-3 S—28, _S(S—281)(5—252(S —284) 
Rh E E. 7 3 





de donde 


(8) 





El radio 7 de la circunferencia inscrita lo hallaremos de Ja lórmula que expresa 
el árca Sy del triángulo ABC por medio de este radio y el semiperimetro: 


de donde 





Colocanda este valor de 7 en la fóriula (2), hallaremos; 
TR A 

a O A 

aa PG 7) ses, 


Colocando aquí ul valor de k de la fórmula (3) e introduciendo el resultado 
obtenido en la fórmula (1), obtendremos definitivamente: 


rara VAN > 
US) Y a 





459, Cortemos al cubo por la mitad con ayuda de un plano diagonal, per- 
pendicular al eje de rotación, y giremos 90* el poliedro obtenido. Como re- 
sultado obtendremos la contiguración representada en la fig, 174 

La parte común le componen el paralelepípedo rectangular A BCDD,A,B,C 
y la pirámide regular SABCD. La altura del paralelepipedo la hallamos del 
iriángulo B8,T 











ayv2_a 
a E 
La altura de la pirámide es 
av? a 
A 


El área de la base comun del paralelepipedo y la pirámide es igual a a?. 
De este modo, el volimnen buscado de la parte común será 


o bien 





S 
pS 


460. Sea S el vértice del cono, SO=A la altura del cono, ASB el triángulo 
que se obtiene en la sección, C el punto medio de la cuerda AB, y A0=r 


+ hallamos: 





(fig. 175). Observando que Z AOC=. 7 





a B e * B 
CO=G ct. h=COa=zlgacleo, 1 





FIG. 174 FIG. 175 
Por esta razón, el vulumen del cono es 
8 
A PT ii 
5 A E 
sent 


461. Sea a el ángulo buscado, [ la generatriz del cilindro, /, la generatri7 
del cono y £ el tadin de la base del cono y del cilindro (fwg. 176). Según la 


condición del problema 





y 


A 
K 
FIG. 176 FIG. 17; 
Por consiguiente, 
oblea LEIA 7 
T+coseca 8 





y» por lo tanto, 
sona +8 cos a—?7=0. 


Resolviendo esta cenación hallaremos: 
=2, amarcen 
sna=d, amacení. 
462. Supongamos que sea a el ángulo buscado, R el radio de la base del 
cono y r el radio de ta base del cilindro (fig. 177). Tenemos: 
Zar? 4 ZarR (Qe Bs 
a 


a y. por lo anto, F= lea Como resultado obtenemos la 





> 








Pero LG 
siguiente ecuación respecto de (ga: 
412 a—12iga+5=0. 


Resolviendo esta ecuación, hallamos: 





5 1 
le2=>3, 0 bien Ig=-> 


Sin embargo, se ve fácilmente que tga=%32 < 1, por eso, a=> A 





consiguiente, 


1 
a=arctg >. 


463. Sea ! la longitud de la genera- 
triz, R el radio de la base del cono, x la 
longitud de la arista del prisma y r el radio 
de la circunferencia circunscrita a la base 
A del prisma (fig. 178). Examinemos el trián- 
FIG. 178 gulo formado por la altura del cono, por la 

generatriz del cono, be pasa por mo de 
los vértices del prisma, y la proyección de esta generaíriz sobre la base del 
cono Tenemos: 








Puesto que 





= y R=ic0s%, 
E 
2sen E 
g 
ablendremos que 
a 
2l sena sen — 
ñ 
E 
2sen+Hga 


Pon consiguiente, la superficie total del prisma será 


y i í 
Hueco pta] — E 1 (40th). 


E Y sen E j 
Al sen 7 Ho) 





464. Examinemos el trapecio isósceles A8,C,D obtenido como resultado de 
la proyección del trapecio dado ABCD subre el plan perpendicular al eje del 
cilindro (fig. 179). Puesto que el trapecio que se examina está circunscrito a 
una circunferencia, entonces 

a+b 


AB,=4K+KB,=4M+8,M=5P. 


Del triángulo rectángulo AP.8, ubtenemos: 


(2y- ES seri a. 





2 


De aquí 





1) ” 
sa E y marcan E 





FIG. 179 FIG. 180 


485. Sen R el radio de la estera y a, d y c los catetos y la hipotenusa 
respectivamente del triángulo ABC que se encuentra en la base del prisma 
(lg. 180). Tenemos: 

h h a h 


a=—, — e _——— 
cos a sena: sena cos asena 


Es evidente que el radio Res igual al radio de la circunferencia inscrita en 
el AABGC. Por eso 


h 
T+sen a+ 





y, por consiguiente, el volumen del prisma será 


7 2h 
— sen Za (T + sen ai cos 2)" 





468. El volumen de la pirámide es igual a la suma de los volúmenes de 
las pirámides que se obtienen al unir el centro de la esfera inscrita O con todos 
los vértices de la pirámide. La altura de cada una de estas pirámides es igual 
al radio r de la esfera inscrita en dada pirámide. Si S es el área de la base de 
la pirámide y S, es la superticie lateral, entonces, el volumen de la pirámide 
será 


FIS i+S) 0. 0) 





Puesto que, por otro lado, 
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entonces, obtencinus para £ la fórmula 
AS 
== (2 


De tas condiciones del problema se desprende: 





Sustituvendo estas expresiones en (2), hallamos: 








2 A 
natcotg Ey / a = —— 
' ás a Y 40 arcos 


7 
ES co +7 Y n-2) 2 (us Var 


467. Desigaemos por Y el radio de la esfera lnsrita y por a la longitud 
del segmento O£ (fig. 181). Entonces, 


r=atga, 


donde « es la mitad del ángulo buscado (véase la fig. 181). Por consiguiente 
el volumen de la esfera será 


Ve= aang a, 


Puesto que DO—aty2%, y AB=2V 34, 
entonces, el voltmen de la pirámide sera 





Va _ 2V3 
Vip da 





expresando lg 2% por medio de tga, obte- 
meros la ecuación 
2 


tPall—tga- =3- 





FIG. 181 


De aquí 
21 22 
la=g y (Mm 


Teniendo en cuenta que a es un ángulo agudo, hallamos: 


a 
a; 
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aj=arcg Y 


468. Sea a el ladn y 6 la apotema del poligono de n lados que se cucuentra 
en la base de la pirámide, H la altura de la pirámide. Entonces (fig. 182, a y 0) 


b=r cotas, 





2r cotg 5 tt; 


el área de la base es 





Shase— TS 
Luego, 
Hebiga=rigaciph. 


De aquí, el volumen de la prramide será 
1 





2 El 
rt Lg 

arce! q dt 

Puesto que el volumen de la esicra es 

A 4 

Va=3 0, 


entonces, 


An a 
LAS cota ontg E 





FIG 182 FIG 183 


469. Sea a el lado de la base de la pirámide, lla apotema de la base, 
R el radio de la circunterencia circunscrita a la base, % la altura de Ja pirámide, 
r el radio de la esfera inscrita en la pirámide, y la altura de la cara lateral 
bajada desde cl vértice de la pirámide (fig 183, a y 5). Entonces, 





1 1 
Ren, p=Kcos 7, 


27 


además, 
e ar fe ny 
=Ry E Ríos A 
y=Ri Y R=G Ros). 


= Y FR V +20 E s 
De la ecración 














> 
hr y 
(ucase la lig 183, 6) hallamos: 
a 
Res Y 142008 

A e . 

do 14 2005 E 

” 


Por consiguiente, la relación buscada es igual a 


: 
mE nap sen (1420082) 
dl 7 


E 





FIG, 14 FIG. 185 


470. Supongamos que sen a el lado de la base de la pirámide SABCD, h 
la altura de la pirámide y 1 el radio de la estera ciecunscrita a la pirámide 
(fig. 184). Entonces, 


Vatar 


3 
1 


a, 7 
(a) * 
Si SE es el diámetro de la esfera circunscrita, entonces, del triángulo rectángulo 


SBE se desprende; E 
(12) =h (27h). 


Sin embargo, puesto que del triángulo FO,S tenemos que 5=e colg a, en 
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tonces, eliminando a a, hallamos: 
Ñ 
y AS 
h emma 
agar li Tra a 
471. Empleando la igualdad de los ángulos diedros, así como en el problema 
458 no es difícil demostrar que la perpendicular bajada desde el vértice a la 
base se proyecta al centro de simetria del rombo. Es fácil también ver que el 
centro de la esfera inscrita se encuentra en la perpendicular mencionada. 
Supongamos que sea u el lado del rombo, 2% la allura del rombo y 11 a 
altura de la pirámide (fig. 185). Entonces, el área de la base es S=atsenz, 


o puesto que a= as 





Pero, 1=Rcotg? (véase la fig. 185, donde está representada la sección que 





pasa por la altura de la pirámide y la altura del rombo) 


Está también claro, que 
+ 





210 





R 


MR ER 





Como resultado ubtenemos el volen del prisma 


e: 
8 cost =p 
V=gR 





> 


sen acos | seni 


472. Tracemos un plano por los vértices S, y S, 
de las pirámides y el punto medio A de uno de los 
Índos de la base (lig. 186). El radio de la semicircun- 
lerencia, inscrita en el triángulo AS¡S, de tal modo que 
su diámetro se encuentra sobre S¡S¿, evidentemente, es FIG 196 
igual al radio de la estera inscrita, Sea O el centro de la 
semicircunferencia, Designemos por h la altura del triángulo AS,S, bajada al 
lado S¡S,. Dado que b es la apulema del poligono regular de n lados, entonces, 
a 


2 


El radio de la estera R lo hallaremos enteulando por dos métodos el area 3 del 
triángulo AS|S,. Por una parte, 


b 
TN 
SF Us 





$ 
de 





an 
cotg= 
a. 





por otra parte, 


R R UTA NS 
S=SiA Esa har 7 





Como resultado ubtenemos la formula delinitiva 


y xa 
q + cota z 


a E a a 
. cota 2 V E ae 
Verharle E ct q 











473, Sean hy y hz las altu 


s de fas pirámides, r el radio de la circun- 
ferencta carcunscrita a la base E 


. 187). Entonces, 





a E 
F=ren—H. 
” 


2 


Del triángulo rectángulo S¡AS,. enyos vértices son al mismo tiempo los 
vértices de las pirámides dadas y uno de los vértices de la base, hallaremos que 


Pero, 


De aqui, 





a 


La solución es posible si Rz= 








a 
250 2 
na 


474. Es fácil demostrar que el punto medio del segmento que une los 
centros de las basis del prisma es el centro de las esferas inscrita y circunscrito. 
El radio de la circunterencia inscrita en ln base es igual al radio de la esfera 
inscrita, Sea r ul radio de la eslora inscrita, £ el radio de la esfera circunscrita 
Examinemos el trlimgulo rectángulo cuyos 'vér- 
dices son uno de los vértices de la baw 
centro de la base y el centro de las esferas. 


Tenemos que Ri r!+ ri, dunde 











De aquí, 





PIG.188 


La relacion entre el vubumen de la esfera circunscrita y el volumen de la 


esfera inscrita es 





475. Los radios de las esferas circunscrita e mscrita son iguales a los 
segnientos en que el centro común de las esferas divide a la altura del tetraedro. 
Ex fácil revelar que la relación de estos segmentos es 3:1. En efecto, de la 
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semejanza de los triángulos 800 y BPK (fig. 188) tenemos. 


E 
r  PK* 
E BK_BK 





PR GK 


Puesto que las superficies de las esferas son entre si como los cuadrados de sus 
radios, la relación buscada es igual a Y 


476. Los volúmenes de los tetraedros regulares son entre si como lus cubos 
de los radios de las esferas inscritas en estos telraedros, Puesto que la esfera 
inscrita en el tetracdro mayor esta circunscrita al telraedro ¡menor, entonces, 
la relación de los radios mencionados de las esieras inscritas (vease la resoltición 
del problema 476) es igual a 3:1. Por consiguiente, la relación buscada de los 
volúmenes es igual a 35=27 


477. Supongamos que el problema es soluble. Iracemos el ¡Mano A,B,C, 
(véase la fig. 189, a) de tal modo que haga contacto con la esfera menor y que 





FIG. 189 


sea paralelo a la base ABU del tetraedro dado. El telruedro 54,B,C, está 
circunscrito a la esfera de radio r. Es fácil liullar que la altura de este 
tetraedro SQ,=4r (véase el problema 475). 

Admitamos que la longitud de la arista del tetraedry SABC sea igual a x. 


Entonces, el segmento al, y la altura 5Q= ELL. Luego, (véase la 


116 


3 
apro qu (EY ¿(LE 


Resolviendo esta ecuación cuadrada hallaremos que 
x.2=r Vos VR 


En esta fórmula debe tomarse solamente la raiz con signo más, puesto que SA 
en todo caso es mayor que 3r, y 37 >r1 V 6. Es evidente que el problema es 
posible con la condición de que sea R== Y 37. 








fig. 189, 0) tenemos que Q0= —3r y del triángulo rectángulo AQO se 
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478. Sea AB,C,D,E,F, el hexágono regular ubtenido en la sección del 
cubo. El problema se reduce a ta determinación del radio de la esfera inscrita 
en la piramide hexagonal regular SA,B,C,D/E,£, (véase la fíg. 190). El lado 
a ; ayi 

7— y Su altura es igual a EL, 
Valiéndonos de que el radio de la esfera inscrita en la pirámide es igual al 
triple del volumen de la pirámide dividido por su superficie total (véase la 
formula (!) en la resolución del problema 466), hallamos: 


-8-V3 


4 





de la base de la pirámide es igual a 





r 


Por consiguiente, la relación buscada será igual a 


20413 
A 


479. Sea O el centro de la esfera, y AS, BS y CS las cuerdas dadas. Es 
evidente, que el Abe ABC es equilátero (fig. 191). Es fácil también ver 
ue la perpendicular SO, al plano ABC, al ser prolongada, pasa por el centro 
le la esfera O, presto que el punto O, es el centro de la circunferencia 
circunscrita al triángulo ABC. 








FIG 191 


Designenios, después de estas observaciones, la longitud buscada de las 
cuerdas por d Del triángulo SAB hallamos que 


AB=24 sen 5 


y, bor consiguiente, 





Culculando por dos procedimientos distintos el área del triángulo isósceles SOA, 
oblenemos: 


de donde 





480. El radio de la esfera inscrita lo hallaremos por la iórmula (vease la 
fórmula (1) en la resolución del problema 466) 


r=+ 


z 


donde S es la superficie total de la pirámide y Y su volumen. Hallemos al 
principio el volumen de la pirámide. Observemos para cllo, que los triángulos 
rectángulos BSC y BSA ifig. 192 son 
iguales, puesto que son iguales sus lupote- 
nusas y tienen un cateto común. En virtud de 
esto, el triángulo rectángulo ASC es isósceles, 
Dado que 





AS=CS=Y' 
entonces, 





1 
13 BS pase 


Es también evidente, que 





AD= Y 





BD=V AB =AD= 


y, por consiguiente, 





Como. resultado, después de las simplifienciones correspondientes, obtenemos: 
vya 
VaF0+ 204 





481. Designemos por 7 el radio de la estera inscrita, y por R el radio de 
Ja esfera circunscrita. 














s 
Ol 
£ ¿ 
E 
br 
7) 
FIG. 193 


Examinemos al principio el triángulo SFE, ino de los Jados del cual, el 
lado SF, es la altura de la pirámide, y el otro, el SE, es la altura de la cara 
lateral (fig. 193, a). Seu O el centro de la estera imsurita. De los triángulos 
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SFE y OFE (fig. 193, b) tenemos: 
E= z 
FE=rolgH, 
SP =rcotg z le 


A continuación, es evidente, que 
DE=EP-Y 





rcotg z y? 


Recurricndo a la fig 193, e, donde está representada la sección trazada por el 
centro de la pirámide y su arista lateral, hallaremos fácilmente que 


DOj=0,F*4+DF? 
o bien 





(SF—RY4 DP? 
De aqui, 





m 


Puesto que 2-31, entonces, colocando aquí las expresiones halladas ante- 
rlormente para SF y DF. ublenemos una ecuación respecto de qa 


E 
d= h 
2reotg Leg 





o, después de las ino correspondientes, 
ette. 


Hagamos, a continuación, tg L=2. Observando que 1g4 = E. obtenemos 


2 





la ecuación 
2624 1=0, 
De aquí 





482, En total se obtienen 6 biángulos (por el número de aristas) y 4 trián- 
galos (ig, 10H Designemos por Sy el área de cada Iriámgulo y por Sa el área 
de cada biangulo Tenemos: 





48, +65, =41R. (0) 
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Sea Sy la smma de las áreas de uno de los triángulos y de tres biángulos adva 
centes a este triángulo. Sp es el área del segmento esíérico cortado por el plano 
de la cara del tetraedro. Este área es igual a 218%, donte % es la altura del 
segmento. Puesto que la altura del tetraedro se divide por el centro de la esfera 
en la relación de 3:1, (véase el problema 475), entonces 





E 
3 


de donde hallamos que h=2R— R=FR Luego, 


2 
S+98,2MR-R=FAR". o 


Resolviendo el sistema, compuesto de las ecuaciones (1) y (2), respecto a las 
incógnitas S, y Sa, obtenemos: 


S=31%, S=1R. 


483. Sea R el radio de la base del cono, a el ángulo entre el eje del conv 
y la generatriz, y r el radio de la esfera inscrita En la sección axial del cono 
lenemos un triángulo isósceles ABC (fig. 195) El radio de la circunferencia 


ABA 


FIG. 194 FIG 19 








inscrita en este triángulo es igual al radio r de la estera inscrita en el cono. 
Seo 0 el contro de la circunferencia, Z 0CA=P. Entonces, es evidente, que 


tab=-F. Pero, según la condición del problema, 
Sar (y 4 
E O 

dl 
De aquí que sea E 5, por consiguiente, B=E. Puesto que, además, 


a+b=i+ entonces, =+ Por consiguiente, el ángulo buscado sera 


El 
==. 


484. Sea » el radio de la semicircunierencia, R el radio de la base del 
cono, / la generatriz del cono y a el ángulo formado por el eje del cono y la 
generatriz. 
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Por la condición del problema tenemos que 


ARUSHR)_18 
Bar TE m 
Introduzcamos cu esta igualdad el ángulo a. Con este fin examinemos el 
triángulo isúsceles ABC (fig. 196), obtenido en la sección axial del cono. Del 
triángulo ABC hallamos que 
R=1sene, r=Rcosa=Ísena-cos a. 
Sustituyendo estas expresiones en la parte jzquierda de (1), obtenemos: 


1 TIsena 
2 sena costa 





Puesto que cus?a=1—sen? a, entonces, simplificando el quebrado por | -+sen o, 
tendremos que 


36 sen? a —36 sen a 





de dunde 
5 
n= Y NU 








R 
MIG. 190 FIG. 197 
Por consiguiente, el angulo buscado del vértice del cono es igual a 


2arcsen Í- 0 bien Zaresen—, 
6 6 


485. Supongamos que sea h la altura del cono, r el radio de la base, / la 
generatriz del cono y a el angulo formado por la generatiz y la allura (lg. 19 
Según la condición del problema tenemos que 1vi=kar?; de aquí, (= 

1 








y, por 








consiguiente, sena = F Del triángulo rectángulo ABC obtenem 
r Vrt—1 
1=2R cos usen a =2R -——+ 
e—1 
h=2R cosacosa=2R E. 


El voltimen buscado del cono será 





m puna (| =-) 


486. Sea R el radio de la esfera, % la altura del cuno y r el radio de la 
base del cono. La relación del volumen del cono al vulumen de la esfera es 


4 (G) 
Ha) 


Del triángulo SBA (fig. 198) tenemos que +=A(2R—1). De aqut 





E 
FR) 


y, por consiguiente, 
A 
ee 24). 


El problema es soluble, evidentemente, cuando 0< 3 < 2 


FIG. 198 FIG. 199 





487. Sea R el radio de la estera, Sesp y Vest la superficie y el volumen de 
la esfera, Scono, Y Veong la superficie total y el volumen del <ono, /e la altura 
del cono y * el radio de la base del cono (fig. 199). Entonces 








4 
; 
La 
Veono SD A 
Sor RR 








Somo UE UN" 
Observemos, sin embargo que, 


y, por lo tanto, 


ubtenemos: 





a 


Observación: Se puede obtener el mismo resultado por una vía más corta, 
valiéndose de la siguiente lórmula: 


Ñ 
Vcono == Seono Ro w 


307 


donde Sgsma es la superficie total del cono, y R es el radio de la esfera inscrita 
en este cono. La fórmula (1) se obtiene fácilmente de la fórmula correspondiente 
para la pirámido (vease la resolución del problema 466) por el método del paso 
límite. Er efecto, puesto que es evidente que 


! 
Var=3SerR, E) 


entonces, dividiendo (2) entre (1), obtendremos que 





488. Sea $ la superficie total del cono, S, la superficie de la esfera, 7, y 7 
los radios de las bases superior e inferior del cono y £ la longitud de su gene- 
ratriz. Sea, luego, CMDL el irapecio obtenido 


en 4 a en la sección axial del cono: O el centro de la 
esfera inscrita y AB | LD y OF | MD (fig. 200). 
|, A Tenenos, 
S_allr+ri+adiqar 
N, "a 7 0) 


Er tácil ver, que AM=MF y que BD=FD, 
puesto que O es el centro de la circunferencia 
inscrita en el trapecio, por lo tanto, 


| lnr+fy (2) 
7D 


Valiéndonos de esta igualdad, de la igualdad (1) 
obtendremos: 


FIG, 200 Beri4r=4mR3, 13) 
Del triángulo MED se desprende; 
B=(—nNP4A4RA, 10) 
Eliminando 1 de las igualdades (2) y (4), hallaremos: 
rie. (5) 


Con ayuda de esta igualdad, eliminando + de (2) y (3), obtendremos; 
A4ri=R (2m—I). 16) 
Resolviendo el sistema (5), (6), hallaremos: 
EV IFI4 V =D); 
El VD. 


” 





3 ' 3 
As pues, sí m<-= el problema no tiene solución; cuando m=> el cono 
truncado se translorma en un cilindro, 


489. Son posibles dos casos: 1) el vértice del cono y la esíera se encuentran 
a distintos lados del plano tangente; 2) el vértice del cono y la esfera se en 
cuentran a un mismo lado del plano Langente. 

Examinemos el primer caso. Tracemos un plano por el eje del cono y la 
generatriz del cono BC, de la que se habla en Jas condiciones del problema, 
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(fig. 201). Este plano dará en la sección con el cono el triángulo ABC y, en lo 
sección con la esfera, una circunferencia con el centro O; el plano perpendicular 
a BC será intersecado por la recta ME 1% es el punto de tangencia). Tracemos 
BD | 4C y OF | BC. Sea BD=h, OD=0F=r, CD=R. Es evidente, que 
OMEF es un cuadrado y, por lo tanto, 

h=r4 V PEE. 
Luego, 

PAS e 

Ad" d+r 
Así pues, en el primer caso, el volumen del cono es 


_re (Y TERERN 
pa 3d4ry k 


En el segundo caso el problema se resuelve análogamente. El volumen del cono 
resulta igual a 





V=31Rh= 








ur VPF 
Er 


490. Examinemos la sección axial ABC del cono. Supongamos que sea BF 
la allura del riámgulo ABC, Y y M los puntos de tangencia de la ircuníren 
cia, inscrita en el triángulo ABC, cun los tados AB y BC, O el centru de la 


A 8 





FIG. 201 


circunterencia, E el punto de intersección del arco menor MN con el segmento 
BF, Ln el punto de intersección de los segmentos MN y BF (fig. 202). Haga- 
mos DM=r, DE=H y BD=h. El volumen buscado será 





Pero, 
ze 
h=rcotg ER cos E colg Za e 
2 2 2 a 
*n +5 
7 
H=R=Rsah; 
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por consiguiente, 





cost 








ARa z —(1=sen 5) (Qro) 


se 
2 


91. Desigremos por / y £a los radios de las esteras y examinemos lo sec 
ción de las esferas por un plano que pasa por sus centros sea AA, =2a, 
KS=R y AS=x (lg. 203), entonces A¡S=240—x. La elias total de la 

lente es igual a 








Lxar, +(2a—x) 2ar =$. (1) 
Del triángulo OXS tenemos que 
NO n=R*+l—(La—x)P 
v bien 
R?—2r 2a—x)+(20—x)!=0. (2) 
Análogamente, del triángulo O,KS tenemos que 
LIG 203 AR 
o bien 
5) 
De (2) y (3) hallamos 
(4 





Colucando estas expresiones para r y r, en la igualdad (1), obtendremos la 
ecuación 

UR ad) Rd La — 1) =S 
o lien 


Ss 
2 oa E 
lar + Ri420?— 70, 


r=a+ Y E-r- (5) 


Colocamlo este valor de x en la lórmula (4), después de las simplificaciones 
correspondientes, obtenemos: 


de donde 





La elección de otro signo delante de la raiz cuadrada en (5) se reduce al cambio 
de las designaciones 7 y fj- 


192, Scan Y, y Y, respectivamente los volúmenes de los segmentos esiéricos 
menor y inayar, en los que el pleno, que pasa pur la línea de tangencia de la 
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esfera con el cono, divide a la esfera. Sea, a continuación, R cl radio de la 
esfera, h la altura del segmento menor, /7 la altura del cuno, y r el radio de 
su base (fig. 204). Entonces 


Y =; ae RA), Fm 





Zmpr— 
7 "GRA. 


El problema se reduce a la determinación de la relación + Designando por 


a el ángulo formado por el ej del cono y la gene 





ratríz, del APKO hallamos: a 
RS 
E sen a 
de donde 
h 
F= sena. 
» 
A continuación, según la condición del problema 
1 2 
gut 
> 
Lars 
E Fics 204 


Expresemos ahora r y Hen función de R y 0 Tenemos: 





O A 
Sua Sen a 
sita Era 
E 
Por consiguiente, 
(1 -£sen ay? 1 (1 + sen ay? 





4 sena (iden * 





"sena (Usen? a) 


Sustituyendo aqui sena 





o, después de las simplificaciones correspondientes, 
PARA 41d) z 40. 
Resolviendo esta ecuación, obtenemos: 


—_ A+ 2 WE 
al FT 





22 


=. 10) 





Def 





El problema tiene dos soluciones, puesto que, siendo k > 2, amlias raíces de la 
ecuación cuadrada tienen sentido. 


3ll 


493. El radio y de cada una de las ocho esferas inscritas lo hallaremos exa- 
minando el triángulo AOC en el plano que pasa por los centros de estas esferas 
y el centro O de la esfera S (fig. 205, a). Tenemos: 





De aqui 


Trazando una secclón que pase por el centro O de la esfera S, el centro O; de 
la esfera S, y los centros de las dos esferas opuestas de radio r (1ig. 205, 0), 





FIG 205 


del triángulo rectangulo A00,, oblendremos: 
AOÍ=A0*+ 005 











o bien 
ep RP HARO. 
De aquí 
Ri 
OR RE 
o bien 
pd oK, 
2sen +! y Vai 





494, Puesto que la: esferas inscritas son iguales entre si, sus centros, equi. 
distan del centro O de la esfera S. Por consiguiente, el centro de simetría del 
cubo indicado en las condiciones del problema coincide con el centro O de la 
estera S (fig. 206). Sen x el radio buscado de las esferas. Es fácil ver, que 
entonces la “arista del cubo será AB=2x, y la mitad de la diagonal del cubo 


AO=CO—CA=R—x. 
Puesto que, por otro lado, 


40=3-2 3 
obtenemos la ecuación 
R=i=1V 3, 
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de donde 
Pa. E 
V3+! 

495. Supongamos que sea 7 el radio de la base de cada uno de los dos conos 
inscritos. Su parte común se compone de dos conos truncado iguales. Designe- 
mos por 7, y 7, los radios de las bases superior e inferior respectivamente “del 
cono truncado y por Hf su altura. La relación buscada de los volúmenes es 

Ali+an+a) 
2R3 


De la semejanza de los triángulus AQZ, 40S y APC (fig. 207) tenemos: 


e A 


AO 


FIG. 206 











Puesto que, además, H=A—R y r=VR VZRMIR, las dos igual 
dades anteriores permiten expresar 7, y r2 en función de R y le 


Ya que de la condición del problema qe entonces 


¿ORAR = 
ae a 2 2] 
ga 2R5 AE 








=3 1) (2- rs, 


496. Supongamos que los radios de las secciones circulares con las áreas 
S, y S¿ sean iguales a R, $ Ry y que las distancias desde el centro de la 
esfera hasta dichas secciones sean respectivamente iguales a /, y Ll, 1 <to 
Designemos por R el radio de la estera, por 7 el radio de la sección buscada 
y por Ela distancia desde esa sección lasta el centro de la cea Entonces, 
tig. > 


1H -d: 0 
Gar=BIRORA 


y 
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De estas dos ecuaciones hallamos: 


y. por consigurente, 





441 = 3% o 


De las ecuaciones (1) y (2) obtenemos: 





Por csta razón, el área buscada es 





Smart RI a RA E (4 Sd ae). 


497. Dosigneimos por r el radio buscado de la base del cono. Examinemos 
la figura obtenida en la sección trazada por el centro de una de las esferas y 





FIG. 209 


el eje del cono (fig. 209). Observemos que la distancia entre los centros de dos 

circunferenvias en contacho es igual a 2R. Valiéndonos del hecho, fácil de de- 

mostrar, de que el centro de la base del cono A equidista de los tres puntos 

de tangencia de las esferas con el plano P, hallamos: 

2V3 
3 


AD= 





R. 
Es fácil ver, que el ZSBA==ZCO,D=2f y, por consiguiente, 


a. 
m=% 





Towmando las tangentes de los ángulos que figuran en ambas partes de esta 
igualdad, ubtenernos: 


mM 





R y que tga=r:gR. 


2 


De la fig. 209 está claro que 18=( 





Si, ahora, hacemos => la igualdad (1) nos dará la siguiente ecuación res- 


3l4 


pecto ax: 


30-24 F 31): 1 9=0 








3 
De aquí, siendo q=2, vbtenemos que E, por consiguiente, £ 


Si q + 2, entonces 
E EE 
2. 3-2 : 





2y3 





Dado que 0<x< , entonces, en la fórmula indicada debe tomarse el 


signo menos. Siendo 9 > 2, la segunda raiz, como es fácil demostrar, es mayor 
2V3 

AA 

cuando q < 2, la segunda raiz es negativa. 





y responde al cono que tiene contacto exterior con las esleras; 


498. Los centros de las cuatro primeras esteras se encuentran en los vérticos 
de un tetraedro regular, puesto que la distancia entre los centros de dos esferas 
cualesquiera en contacto es igual a 2R, No es dificil demostrar que los centros 


2 





4 e, 
FIG. 210 FIG. 211 





de la quinta y sexta esferas coinciden con el centro de gravedad del tetra: 
edro (fig. 210). Sea r el radio de la quinta esfera (la mayor), y p el radio de 
la sexta esfera. Es evidente, que 


r=0+2R. (0 
Valiéndonos de que la distancia desde el centro de gravedad hasta cl vértice 
eno 


v6 
E 





del tetraedro que se examina es igual a R, obtenemos: 


s, 
PER==S—R. (2 
De aquí 





y de la fórmula (1) 


s15 


Asi pues, la relación buscada de los volúmenes es 


y 









r 


(y =( da) e V6 Y =485—198 Y 8. 


a 


499. Supongamos que sean A, 8 y C los centros de las esferas de radio 
R, Aj. B, y Ci las proyecciones de estos centros sobre el plano, O el centro 
de la cuarta esfera, el radio 7 de la cual hace falta hallar (fig. 211). Uniendo 
los centros de todas las esferas obtendremos, evidentemente, la pirámide trian- 
gular regular OABC, en la cual AB=8C=AC=2R, AO=BO=C0=R--r, y 
0Q=R=r. Fl segmento AQ es el radio de la circunferencia circunscrita “al 
AAEC, por lo tanto, 





Del triángulo AQO, por el teorema de Pitágoras, hallamos: 


2R y 
(+) HR —IP=(RE re. 


Resolviendo esta ecuación, oblenemos que =. 


500. Sean A, B, € y D los centros de las esferas grandes. Examinemos la 
proyección de todas las esferas al plano 4, B, C y D (Mig. 212). Dado que los 
centros de las esferas pequeñas equidistan de los centros de las respectivas 
esferas grandes, ua a los centros de gravedad O, y O, de los trián- 
gulos equiláteros ABC y BCD. Puesto que, además, los radios de las esferas 


FIG. 212 


pequeñas, según la condición del problema, son iguales, cl segmento que une 
sus centrus es paralelo al plano que se examina y se divide por el punto de 
tangencia de las esferas en dos mitades. En virtud de esto, la proyección del 
punto de tangencia resultará sobre el segmento BC. De aquí se deduce que las 
esferas pequeñas se proyectarán en circunferencias inscritas en los triángulos 
ABC y BCD. Por esta razón, el radio de las esferas pequeñas es 


_ABV3_2RV3 
er O 





de donde 
R 
F-Y 3. 
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2, Problemas de demostración 


501. Sean E y F tos puntos medios de las bases del trapevin ABCD oble- 
nido en la sección axial del cono (fig. 213). Tracemos por el pinto medio O 
del segmento EF las rectas OM_| CD, ON EF y CP] AD Hagamos, para 
simplificar la escritura, CD EF=h, OM=x, EC=r, DF=R, y 
LMON=LPCD=ú. ñ 

Para la demostración, es suficiente establecer que x=> Según la con- 


dición del problema, al (R-+1)=x1? y, por consiguiente, R+1==1. Sin embargo, 
puesto que de los triángulos OMN y CPD tenemos que 


R+ 


XX 0sa y h=Icos% 














» lo que era necesario demostrar". 





FIG. 213 FIG, 214 


502. Examinemos cl trapecio ABCD que se obtiene en la sección axial del 
cono (véase la fig. 213). Sean E y F' los puntos medios de sus bases y O el 
punto medio del segmento EF. 


OM LCD, ON | EF, CPLAD, y ¿MON =¿PCD=0 


Para la resolución del problema es suficiente demostrar que 0M=0£. Intro. 
duzcamos las denotaciones: 


EC=r, DF=R, 0OM=x, OE 





Entonces, 





x=0N cosa 


Del triángulo CPD tenemos: 
h=CD cosau=V (RNP FCPI cos ee 





* De la igualdad obtenida más arriba R-+r=1 se desprende que 
2R+9r=1+1. Esto significa que las sumas de los lados opuestos del cuadri- 
látero examinado son iguales. Esto último, ya es suficiente para que en el 
cuadrilátero se pueda inscribir una circunferencia. Sin embargo, nosotros no 
nos basamos en este hecho. 
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Pero, puesto que según la condición del problema CP?=4R+, entonces, 


h= V ¡RD FARr cos a=(R +1) 008 0. 





Asi pues, x== 3, lo que era necesario demostrar. 


2 


503, Sea SD la altura de la pirámide SABC, O el punto medio de la altura, 
y L et punto medio del segmento BC cuya longitud designaremos por a 





(fig. 214) 
Tenemos: 
DE= 3, 
SD= Y SEI DE? 
ayi 
MD. ——. 
De aqui, 


0E= VIFD? 3. 
Por consigniente, OE=BF=EC y, por lo tanto, Z BOC==90* 
504, Sea a el lado de la base de la pirámide dada SABCD, a el ángulo 


diedro formado por la cara lateral ¿ la base, y N/ la altura SO de la pirámide 
ig. 215) ' Éntonces, 


a 
y ES 


Además (véase la fórmula (1) en la resolu» 
ción del problema 481), 


ee) 


21 


Por consiguiente, 





a 1gta42 
ig Ea 
FIG 215 y, por lo tanto, 
R_ tga+2 
PRAT 
Agos 
Haciendo 5 -x. obtenemos: 
R__ 148 
TRA" 


Suponiendo, adeniás, que sea x*=2, redluciremos el problema a la demostración 
de la desigualdad 


>I4V 2 siendo U<t<l. 





318 


Multiplicando ambas partes de la desigualdad por el denominador y abriendo 
los paréntesis, obtenemos la desigualdad 


eV 143821 241) 14 1>0 


para un trinomio cuadrado, Calculando el descriminante del trinomio, desc 
brimos que es igual a cero. Por consiguiente, el trinomio no varia de signo 
cualesquiera que sean los valores de f. Puesto que siendo £=0 el trinomic es 
positivo, la desigualdad queda demostrada 


505. Las pirámides ASBC y OSBC tienen la base SBC común (fig. 210), 
por lo cual sus volúmenes som entre sí como las alturas bajadas a su base 
común, Puesto que OA'[|AS, la rela- 

E ción de las alturas de las pirámides 

ASEC y OSBC, bajadas a la base 





FJG. 216 


SBC, es igual a la relación de SA a 04”, Por consigwenle, lo relación de 
sus volúimenas es 


Vosnc_94' 
Pasac” SA 





Análogamente, 





Sumando estas igualdades, obtenemos. 
OA' ,0B' 
SAFE +0 





506, Sea P el plano del triángulo A8C, P, el plano del triángulo A,B,Cy, 
y lla línea de intersección de P con P, (fig. 217). Designcmos por Qan el 
plano que pasa por A, B y O. La recta A,B, se encuentra en el plans Q4a y, 
siendo no paralela a la recta AB, se cruza con ésta en el punto 7 44. Este 
punto se encuentra en los planos P y P, y, por lo tanto, sobre la recta £ 
Análogamente, demostraremos que las rectas BC y 6,C, se cruzan en el punto 
Tac que se encuentra sobre [, y las rectas AC y A/C, se imtersecan en el 
punto T e que se encuentra también sobre l. 





507. Sea O, el centro de gravedad de ta cara ASC, y BO, uno de os 
segmentos exantinados en el problenia. Tomemos otra Cura cualquiera, por 
ejemplo, la BSC; designemos su centro de gravedad por O, y demostremos que 
el segmento 40, intersecará al segmento BO, y que el punto de intersección 
de estos segmentos O divide al segmento 80, en la relación de 1:3, contando 
desde el punto 0,. En electo, si M, y M2 son los puntos medios de los 
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segmentos AC y £C (Mg. 218), entonces, es evidente que AB/[M,My; es facil 
timba ser que O0.llMidla, ya. que los punlos O, y O dividen respectiva. 
mente a los segmentos M,S y M?S en una misma relación, Por esta razón, 
ABI[O,O,, la tigura ABOQO, es un trapecio y, por lo tanto, sus diagonales 
30, y AO, se intersecarán. Designemos el punto de intersección de las diago- 
nales por Ó, Tenemos: 

050. a 


MAL Pa 
AE MS 


Multiplicando estas igualdades entre si obtendremos que 





As) pues, 


lo que se ahrmaba, Si tomamos, ahora, el centro de gravedad en una cara más 
y trazamos el segmento correspondiente, entonces, en virtud de lo demostrado, 

éste también intersecará al segmento BO; y, 
además, en el punto que dividirá a BO, en la 
relación de 1:3, es decir, en el punto O, Por 
consiguiente, todos los segmentos examinados 
se intersecan en el punto O. Es también evi- 
dente, que el punto O divide a cada uno de 
estos segmentos en la relación de 1:3, lo que 
había que demostrar. 


$508. Desarrollerios primeramente un tazo- 
namiento auxiliar. Supongamos que sean PP, y 
0, dos rectas que se cruzan, A, 8 y C fres 
puntos sobre la recta QQ, con la particularidad 
Y de que el punto 8 se encuentre entre los pun- 
Fla 218 los Ay €, di, 8, y Ci los pies de las perpen- 

diculares bajadas "desde los puntos 4, B y C 
a la recta PP. Designemos por fia, Ág y la 
las distancias desde los puntos A, 8 y C hasta la recta PP, Demostremos 
que hy es, por lo menos, menor que una de las distancias Ay 0 Nc, 

Cn este. fin. proyectemos la figura representada en lá fig. 219 sobre el 
plano e perpendicular a la recta PP1. La recta PP, tendrá como proyección el 
Bunto O, mientras que los segmentos! 441, 88, y CC, se proyectan sin variar 
Su longilud, puesto que todos ellos son paralelos al plano a. En este caso, el 
punto 8" resulta entre los puntos A” y C'. Examinando ahora el triángulo 
A'0C' podemos confirmar que la linea inclinada 0B' es menor que una de las 
líneas elinadas OA” o OC. En electo, bajando desde el punto O una per- 
pendicular a A'C* ten la fig. 219 no se muestra), estableceremos que el punto 
E está dispuesto más cerca del pie de la perpendicular que uno de los dos 
puntos A*-o €”. De aquí se desprende que fig es menor que hy o que fc. 

Sea, ahora, ABCD una pirámide triangular arbitraria, y EFG una sección 
iriangular tai, que, por lo menos, uno de los vértices É no es vértice de la 
pirámide. Demostremos que, entonces, el árca del triángulo EFG es menor que 
el ga de uno de los triángulos AEG o DEG (lg. 220) 

En electo, los tres triángulos tienen el lado EG ez según lo derios- 
trado anteriormente, la distancia desde F hasta la recta G es menor que la 
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distancia desde A o D hasta esta misma recta. Si Sa gro < Sa aro» entonces 
todo queda demostrado. Pero, si Sp ggg < Sango y, Por ejemplo, el punto E 
no es vértice de la pirámide, entonces, hacemos uso del razonamiento anterior 
para el ADEG, comparando su área con las áreas de los triángulos DGA y 
BDO. Valiéndonos, en caso de necesidad, una vez más del mismo razonamiento 
para el ABDG, demostremos la afisma- 

ción hecha en el problema. De la reso- y 

Jución expuesta, está claro, que si la sec- 

ción de la pirámide no coincide con su 

cara, entonces, su área es estrictamente 

menor que el área de una de las caras. 2 





2 
FIG. 219 FIG. 220 


509. En vez de comparar las sumas de los ángulos planos de los vértices S 
y S', comparemos entre si las sumas de los ángulos planos de las caras laterales 
de ambas pirámides en cada uno de los tres vértices de la base común. Demos- 
iremos que cada una de estas sumas de los ángulos de la pirámide exterlor es 
inayor que la suma correspondiente de 
angulos de la pirámide interior. Demostremos, Al 
por ejemplo, que (fig. 221) S 


LACS+LSCB> LACS'+LS'CB. (1) 


De la desigualdad (1) y otras análogas 
(para los vértices A y B) obtendremos la solu- e 
ción del problema. En efecto, sumando las 
tres desigualdades indicadas, estableceremos que 
la suma D) de todos los seis ángulos planos 
de las caras laterales cn la base de la pirámide 
exterior es mayor que la sumia correspondiente bs 


Y para la pirámide interior: 
EDI (2 
Pero, las magnitudes que_nos interesan en el e 
problema suplementan a D y Y hasta 540% TIG 221 
(=180*»3) y, por consiguíente, para ellas tiene 
lugar la desigualdad de sentido contrario. Así pues, nos queda deniostrar la 


validez de (1). Prolomguemos el plano ACS' hasta su intersección con la 
pirámide exterior. Examinando el ángulo triédrico CS'S”B, deducimos que 





1 





LSCS'+LS'CB> LS'CB. 0) 
Adicionando a ambas partes de la desigualdad el Z ACS', ubtendremos: 
LACS'+LSCB > LACS'+ZS'CB. O) 
Pero, para el ángulo triédrico CASS” tenemos: 
LACS+ LSCS” > LACS", (5) 
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Sustituyendo en la desigualdad (4) al ZACS” por una magnitud mayor, de 
acuerdo con 15), obtendremos: 


LACS+H(L SCS'+ £ SC) > LACS'+ ¿ S'CB, 
es decir, la desigualdad (1). 


510. Designemos por Oy, Oj, O, y O, los centros de las esferas dadas, y 
por Pia el plano tangente común para las esieras de centros O; y Oj li < k). 
Tales planos son en total seis: Pig, Proy Pag, 
Pr Pas Y Pag 

Demostremos primeramente que los planos 
Pim Pig y Pag se cruzan por una recta. En 
efecto, cada uno de estos planos es perpendi- 
cular "al plano 0,0,0,, puesto que éste es per- 
pendicular a la línea de los centros de las esto. 
tas divididas por el mismo, que se encuentra 
sobre este plano. 

Además, es fácil ver que los plangs que 
se examinan (fig 222) pasan porel punto O, 
de intersección de las bisectrices del triángulo 
0,0,0,. Ási pues, los planos Pja Piy Y Poy 
se cruzan, en efecto, por cierta recta quis 
como hemos establecido de paso, es perpendi» 
cular al plano de los centrus 0,040, y pasa por el centro de la circunferencia 
inscrifa en el triángulo 0,0,0,. Designemos “esta recta por Ly. 

Análogamente se demuestra que los planos Pay Pay y Pay determinan 
la recta común para ellos L, perpendicular al plano del triángulo 0,0504, que 


Y 


FIG 222 


% D 





FIG. 223 FIG. 224 


pasa por el centro de la circunferencia inscrita en este triángulo, y así suce- 
sivamente. Como resultado llegamos ol siguiente problema (fig. 223): en cada 
cara de la pirámide triamguiar 0,0,0,0, hay inscrita una circunferencia por 
cuyo centro pasa la perpendicular a la cara. Es necesario demostrar que las 
cuatro perpendiculares Ly, La, La y La tienen un punto común, si se sabe que 
los puntos de contacto de dos circunferencias con una misma arista coinciden. 

Este hecho es casi evidente. Designemos por O el punto de intersección 
dle las rectas L, y Ly; estas últimas se intersecan, puesto que se encuentran en 
un mismo plano Pz, y no son paralelas. Demostremos, ahora, que las rectas 


32 


£, y L, pasan también po el punto O. En efecto, el punto O > encuentra 
en la línea de intersección de los pus Piz Y Pay puesto que Ja recta La 
pertenece al plano Pi, y la recta £,, al plaño Pay. Pero, la linea de imler. 
sección de Pa con Pe, es la recta £;. Por consiguiente, L, pasa por el punto 
O. Análogamente demostramos que la recta L, pasa por el punto O 





Si se conocen tres puntos A, B y C no pertenecientes a ina misma 
recta, entonces, estos puntos son los centros de tres esferas que hacen contacto 
entre sí de dos en das. En efecto, si P es el punto de intersección de las hi- 
seciricss del A ABC, y Py Pa y Pa son los pies de las perpemiliculares baja: 
das desde P respectivamente a los lados AB, BC y CA, entonces, 
AP,=APy, BP¡=BP,, CP¿=CP, 

y las esferas de centros A, B y C, cuyos radios son respectivamente iguales a 
ra=APy ra=BPa r¿=CP, 


hacen contacto entre sí de dos en dos. 

Sea ABCD la pirámide dada (fig. 224), Examinemos los tres esteras de 
radios r4, rg y fc, cuyos centros son A, B y C y que hacen contacto entre si de 
dos en dos. Designemos por :l,, 8, y Cj los puntos en los cuales las superit> 
cies de las esferas se cruzan con las aristas AD, BD y CD, y demostrenis que 


A,D=B,D=C¡D. 
Según la condición del problema 
AD+BC=BD4 AC. 


De acuerdo con la construccion tenemos que 
AD=r ++ AD, Bl=rg+r0 
BD=rp+B.D; AC=ri+f0 
Colucando las últimas cuatro expresiones en la igualdad anterior, ubtendremos: 
4/D=B,D, 
Análogamente, valiéndonos de la igualdad 
BD+AC=CD4 AB, 
B,D=C/D, 
Por consiguiente, la esfera de centro D y de radio 
ro -419=8B,D=C,D 


hace contacto con cada una de las tres primeras esferas y, por lo fanta, las 
cuantro esferas construidas hacen contacto entre sí de dos en dos 


hallaremos: 


512, Designemos los radios de las esleras pur fj. 7e Y Py $ Sed Ty zer 
=>fp Tracemos un plano tangente a las dos primeras esferas Además, iraco- 
mos por los centros de estas esteras un plano 
perpendicular al plano tangente y exaininemos 
la circunferencia de radio r que hace contacto 
con las dos circunferencias grandes obtenidas 
en la sección y consu recta tangente común 
(fig. 225). La lercera esfera puede, evidento- 
mente, hacer contacto con las dos primeras 
esferas y con el plano que íene contacto con 
ellas, si'esta esfera "no es demasiado pequeña”, S 
a saber, sí 1y3=r. Tenemos (fig. 225) que FIG. 225 





V 00 0,0*=A0+08 


o bien 
MS EN E A 


De esta ecuación. hallaremos: 





Sit 
——_—. 
Var Vr 


Por consiguiente, los radios de las esferas deberán satisfacer la relación 





> fi 

Vir Vr 

513. Supongamos que el número de caras laterales de la pirámide sea igual 
a n. Unamos el punto arbitrario O, tomado en el plano de su base, con todos 
los vértices y examinemos 1 pirámidos triangulares con un vértice común en 
el punto O. Es evidente que el volumen V de la pirámide dada es igual a 
la suma de los volúmenes de las pirámides triangulares obtenidas. Tenemos: 


SMA rt-. Pra 


fa 





y 
donde fy, fo «0. rn son las distancias desde el punto O hasta las caras late- 
rales, y S el área de la cara lateral. ña 

Por consiguiente, AA es una magnitud constante que 


no depende de la posición del punto O en el plano de la base, lo que era 
necesario demostrar. 


514, Exonmmemos los dos planos sombreados en la fig. 226 y el triángulo 
ADE en el plano P que pasa por los vértices A, D, H y É del paralelepipedo 
dado. El plano P corta al plano del A 8CD por la recta KD que pasa por 





FIG. 226 FIG. 227 


el punto A de mtersección de las diagonales del paralelepípedo ABEC, y, por 
consiguiente, el segmento KD es una mediana del A A£D, Es evidente, que 
40 es tambien una mediana del A AED. Por esta razón, el punto S que nos 
interesa, es el punto de intersección de las medienas del A AED y, por lo tanto, 
e 
3 


con lo cual el problema queda demostrado. 


AS=2 40=_ AH, 


3 


515, Tracemos el plano indicado en el problema por los vértices B, D y P 
(ig. 227) y otro plano, paralelo al primero, por los vértices C, £ y G. Ambos 
planos forman en su intersección con el paralelepípedo triángulos equiláteros 
iguales. Designenies la longitud de cado lado de estos triángulos por a. Si, 
whora, trazamos por el punto medio de una de las seis aristas que unen los 
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vérlices de los dos triángulos mencionados, por ejemplo, por el punto medio 
N de la arista BC, un plano paralelo a los planos indicados, éste dará en la sec- 
ción con el paralelepípedo el hexágono MNPQRS, todos los lados del cual, 


evidentemente, resultarán iguales a 5. Observemos, además, que MN IDF y 


NP BD. Por esta razón, el / MNP complementa al Z BD! liasta 180” y, 
por consiguiente, el Z MNP=120". Análogamente establecemos que los demás 
ángulos del hexágono son también iguales a 120%, 


516, Sea SABC el tetrnedro dado, P y Q los puntos medios de las aristas 
opuestas AC y SB, MPNQ cierta sección del tetraedro en la que se encuentra 
el segmento PQ (fig 228). Examinemos 
e la sección plana SPB que, evidentemen- 
te, divide al telraedro en dos partes 








FIG. 228 FIG. 229 


equidimensionales. El problema quedará solucionado si demostramos que las 
pirámides SPQN y MPQB son cquidimensionales. 

Bajemos sobre el plano SPB las perpendiculares desde los puntos M y Y 
» designemos sus pies respectivamente por K y L. Puesto que los triángulos 

QB y SPQ son equidimensionales, entonces, 
para resolver el problema es suficiente demos» iS 
trar que LN=MK. Estableceremos esta igual- 
dad al demostrar que 
MO=NO. (mM 

Examinemos, con este fin, un par de planos 
paralelos en los que se encuentran las rectas que 
se cruzan SC y AB (fig. 220). Dado que el 
segmento PQ une los puntos medios de los seg- 
mentos AC y SB, él, evidentemente, está dis- 
puesto en un plano paralelo a los planos dados 
y que equidista de éstos. En virtud de esto, el 
segmento MN, al intersecarse con el segmento 
PG, será dividido por el punto de intersección 
por la mitad. 


517. Sea SABC la pirámide dada (fig. 230). 
Bajemos desde el vértice S la aMtura SP. de la 
cara ABC, y las alturas SD, SE y SF de las Ñ 
tres caras restantes. Es fácil ver, que los trián- FIG 230 

gulos SPD, SPE y SPF, en virtud de li igual- 

pad de los ángulos SDP, SEP y SFP, son iguales entre sí (compárese con 
el problema 458). Tracemos, a continuación, por las aristas AB, BC y AC 
álanos que dividan los correspondientes ángulos diedros por fa mitad. Estos 
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planos se intersecan en el punto O equidistante de las cuatro caras de la pirá- 
míde y, por consiguiente, que es el centro de la esfera inscrita en la pirámide. 
Es fácil ver, que en el caso que se examina, en virtud de la igualdad indicada 
de los triángulos, el punto O resultará sobre la altura SP de la pirámide 
pitiendo los razonamientos, estableceremos que todas las alturas de la pirámide 
se intersecan en el punto O. Valiéndonos de este hecho, podemos afirmar que, 
por ejemplo, los triángulos APS y SPE se encuentran en un mismo plano y, 
por consiguiente, los segmentos AP y PE pertenecen a una 12 recta, Por 
eso, AE es simultáneamente la bisectriz y la altura del /, ABC, Por la misma 
causa, las demás bisectrices del A ABC son al mismo tiempo sus alturas. Por 
consiguiente, el A ABC es cquilátero. Repitiendo los razonamientos, establecere- 
ios que todas las caras de la plrámide representan triángulos equiláteros, con 
lo cual el probleina queda demostrado. 








518, Supongamos que el segmento AL se encuentra en el plano Q, y el 
segmento CD, en el plano P, y sea PIIQ (fig, 231). Tracemos por el punto A 
una recta paralela a CD y tracemos el segmento AA,=CD. A base de los lados 





AB y AA, construyamos el paralelogramo ABB,4,. Reallcemos una construc- 
cion análoga en el plano P. Uniendo A con C, B con Cy, Ay con D y By con 
D, obtendremos el paralelo edo ABB,A,DCC,D,. Examinando la cara ACB 
como base de la pirámide DACB, observamos que el volumen de la pirámide 


es agual a > del volumen del paralelepípedo. Puesto que, sin embargo, el volue 
v 


men del paralelepípedo no varia al trasiadar los segmentos (no varían ni el 
area de Ja base ABB,A,, ni la altura, es decir, la distancia entre los planos 
E y Q), entonces, tampoco varía el volumen de la pirámide. 





519. Sean P y Q los puntos de intersección de la recta dada con las caras 
CBA y DBA del ángulo diedro (fig. 232) Tracemos por la arista 48 el plano 
bisector ABE y, hugo, por el punto O de su intersección con la recta PQ, 
tracemos el plano C;B;D, perpendicular a la arista AB. Sea, a continuación, 
OM | B,D,, 0N 1 8,C, y SR la proyección de PQ sobre el plano D,B,C, de 
tal modo que QS [ B,D, y PR] 8,C,. Si los puntos P y Q equidistan de 


la arísta, es decir, sí 

B¡R+B4S, (1 
entonces, el triángulo 8,RS es Isósceles, SO=RO y, por consiguiente, QO=PO, 
como líneas inclinadas que tienen iguales proyecciones. Teniendo en cuenta, 


además, que segun la construcción 
MO=NO0, (2 


226 


podemos deducir que los triángulos OMQ y ONP son rectángulos e iguales. 
aquí se desprende la igualdad de los ángulos: 


£ MQO=LZ NPO. a) 


Así pues, en un sentido la afirmación queda demostrada 

Si, ahora, al contrario, se cumple la igualdad de los ángulos (3), entonces, 
en virtud de (2), tiene lugar la igualdad de los triángulos QMO y PNO. Como 
consecuencia de esto, QO=PO y, por lo tanto, SO=0R, De aqui se desprende 
ya la igualdad (1). 


520. Unamos los puntos B y €, A y D con segmentos de rectas (fig. 233) 
Tracemos por el punto A una recta paralela a MN hasta que se encuentre ta 
el punto K con la recta que pasa por 
los puntos B y N. Observemos que 
AK=2MN, puesto que MN esla 
media del triángulo ABK. Luego, 
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ABNC=A KND, ya que BN=NK. CN=ND y ZBNC=¿KND. Por eso, 
DK =8C. Del triángulo ADK se desprende: 


DK+AD > AK=2MN 


(aquí tiene importancia que D no se encuentra sobre la recta AK, de lo contra- 
rio, tendríamos que haber puesto el signo >). Así pues, 


BC+4D > 2M) 
lo que era necesario demostrar. 





521. Sean A, BC y D puntos arbitrarios que se encuentran cn las aristas 
del ángulo tetraédrico con el vértice £ (Iug. 234). Demostremos, por ejemplo, que 


¿CED< ¿CEA+ £ AEB+Z GLD mm) 

Tracemos el plano CEB. Según la propicdad de los ángulos planos de un angulo 
triédrico 

£CED< ¿CEB+ ¿BED e) 


y por la misma cansa 


LCEB< ¿CEA+LZ AEB. 3) 


De las desigualdades (2) y (3) se desprende (1). De este mudo, la desigualdad 
(1) queda demostrada. 

SES fácil comprender que nuestro razonstuicalo conserva su vigor también 
para el caso cuando el ángulo tetraédrico no es convexo, es decir, cuando la 
arista LD resulta al otro lado del plano CEB. 


522. Supongamos que sea dado el ángulo tetraédrico convexu con el vértice S 
(fig. 235) Prolonguemos los planos BSC y ASD hasta que se crucen por la 
recta ¿;. Luego, prolonguemos los planos ASB y DSC hasta que se crucen por 
la recta li. Las rectas ly y 1,, evidentemente, no cuimuden (de lo contrario, 
todas las caras en su prolongación pasarian por una misma recta) Designemos 
pur P el plano en el que se encuentran las rectas /, y f, Valiendonos de la 
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convexidad del ángulo tetraédrico, «s facil demostrar que el plano P tiene sola: 
mente un punto común con el ánguio dado, el punto de intersección S, de 
modo que todo el ángulo se encuentra a un lado del plano P (este hecho cs 
casi evidente) Demosiremos, ahora, que todo plano que corte al ángulo tetraé- 
drico y que sca paralelo al plano P, formará en la sección con este ángulo un 
paralelogramo. En efecto, en virtud de lo expuesto, ta plano cortara a las 
cuatro aristas del ángulo tetraédrico. Designando los respectivos puntos de 


2 





TG 235 FIG. 236 


intersección por A”, B', C* y D', observemos que A”D'|] B'C*, puesto que estos 
dos segmentos son por separado paralelos a ¿y; por la misma causa A'B"[[D'C”. 

Por consiguiente, el cuadrángulo A"B'C'D' es un paralelogramo, lo que era 
necesario demostrar. 


523. Sean DL y CM las alturas de los triángulos ADB y ACB, bajadas a 
su base común AB (fig. 236). Dado que estos triángulos son equidimensionales, 
entonces, DL=CM “Supongamos, además, que sea KN la perpendicular común 
a las aristas que se cruzan AB y DC. 


ES 


3, 


FIG. 237 


Tracemios pur el segmento KN el plano P perpendicular a la arista AB. 

Proyectemos el cuadrilátero LMCD sobre el plano P (fig. 237). Puesto que los 
segmentos DL y CM se proyectan sin que varien sus longitudes (ambos son 
aralelos al plano P), y el segmento LM tiene como proyección un punto, «n 
la proyección se uhtiene el Íriámgulo isósceles KD,C;. Según la construcción 
icnemos que KN'_| DG, por consiguiente, KN | D/C, dy Por lo tanto, KN es la 
altura del A KD,C,. Por eso, N es el punto medio del segmento D,C, y, por 
lo tanto, tambien del segmento DC. 

De este modo, para las condiciones del problema, el pie de la perpendi 
Jar común a des aristas que se cruzan de la prrámido divido a estas aristas por 
la mitad. 

De la fig. 237 es fácil observar que LK=KM, puesto que DD¿=CC,. Por 
eso (vease la fig 236) AL=BM y de la igualdad de los triángulos rectángu- 
los ALD y BMC se desprende que 


AD=BC. 
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Anélogamente se demuestra que AC 
todas las caras son iguales entre si 
iguales, 


BD y que AB=DC. Por consiguiente, 
como triángulos que tienen tres lados 





3. Lugar geométrico de los puntos 


$24. Sea P uno de los planos que pasa por el pinto dado A, y M4 la 
proyección del punto dado B sobre el plano P. Supongamos, a continuación, 
que sea C el punto medio del segmento AB (fig. 238), Puesto que el triángulo 


AMB es rectángulo, entonces, CM=>3AB. De este moda, todos los puntos ¡41 


£ 





FIG.238 





FIG. 239 


4 
se encuentran a una misma distancia 3 AB del punto C y, por consiguiente, 


1 
están dispuestos en una esfera de radio 48 cuyo centro cs «l punto C, Es 


Tácil ver, además, que cualquier punto de dicha esfera comcide con una de las 
proyecciones del punto 8. Ási pues, el lugar geométrico buscado cs una esfera 
cuyo diámetro es AB, 


525, Sea O el centro de la eslera dada. Tracemos por la recta dada £ cierto 
plano, P. que corta a la esfera por una circunferencia con centro en el punto M 
(fig. 239). Como es sabido, OM | P. Tracemos, a continuación, por el punto O 
el plano P, perpendicular a la recta 1. Designemos el punto de intersección del 
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plano Py con ia recta E por C, Dado que los planos P, y P son perpendicula. 
res, el segmento OM se encontrará en el plano P,. Examinemos, ahora, el 
triángulo rectángulo OMC. El punto C no depende de la elección del plano 
secanle P, y la hipotenusa OC del triángulo rectángulo OMC es una magnitud 





constante. Si D es el punto metio de OC, entonces MD= 3 
si 1 no tiene puntos comunes con la esfera, el pupas geométrico buscado es una 
parte del arco de una circunferencia de radio , encerrada dentro de la esfera 


Por consiguiente, 





fel arco se encuentra en el plano P, y pasa por el centro de la eslera), Si 1 
tiene contacto con la estera, el lugar geométrico buscado será una circunferen- 


cla de radio ES donde R es el radio de la esfera. Si, por fin, Í cruza a la 


C 
esfera, el lugar geométrico de los puntos M será una circunferencia de radio 2£ A 


526. El lugar geométrico buscado es una superficie de revolución, obtenida 
como resultado de la rotación del arco de una circunferencia o de toda la cir- 
cunferencia ivease la resolución del problema 
anterior) alrededor de su diámetro OC. 


527. Demostremos que el Ingar geométrico 
$ 


buscado es una esfera de radio R y que 


el centro de esta esfera cuincide con el centro 
de la esfera dada 

Sea Mun pinto arbitrario del lugar 
geométrico buscado, los segmentos MA, MB y 
MC (fig. 240), por ser segmentos tangentes a la 
esfera, trazados desde un mismo punto, son 
iguales entre sí Por eso, lus triángulos rectál 
los AMC, CAB y AMB son también ¡gui 
les Por consiguiente, e! A ABC es equilatero. Es evidente, que el segmen- 
to. 0 cortorá a este triángulo en su centro de gravedad 0,. Sea AM—a, 
entonces 








FIG 240 





aVó. 


AC=aVY 2 y A0y= 7 





Colocando estos valures en la igualdad 
0M-A0,=04-4M 
taquí nos valemos de que el A0AM es rectángulo y escribimos su área por 
dos métodos), obtendremos: 
LAS 
OM-a == Ra 
De aquí, Vo 
6 
0M=22R. 


Asi pues, el punto M se encuentra en la esfera mencionada más arriba. Girando 
la esfera dada junto con las tangentes AM, CM y BM alrededor del centro O, 
nos convenceremos de que cualquier punto de la esfera pertenece al lugar geo” 
métrico examinado 


328. Designemas el punto dado del espacio por A, el punto de intersección 
de las sectas por 8, y el pie de la perpendicular bajada desde A al plano 
por €, Tomemos, a contimiación, cualquier recta que pase por el punto B y 
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bajemos a esta recta la perpendicular AD (fig 241) Entonces, por el teorema 
conocido, CD | 8D. 

Por consiguiente, el punto D se encuentra sobre una cucunferencia cuyo 
diámetro es el segmento BC. Es fácil demostrar que lombién, al contrario, 
cualquier punto de la circunícrencia indicada es el pie de la perpendicular 
Bajada desde el punto A a cierta recta de la familia examinada. Por eso, el 
lugar geométrico buscado es una circunferencia de diámetro BC 


529. Son posibles dos casos. 1) La recta AB no es paralela al plano exami- 
nado P. Designemos por D el respectivo punto de intersección de AB con P 
(fig. 249). Sea M el punto de tangencia del plano con una de las esferas del 
conjunto examinado. Tracemos un 

lano por las rectas AB DM. P 

ste plano cortará a la esfera por 
una circunferencia que hace con- 


FIG. 241 FIG. 242 





tacto con la recta DM en el punto M. Por la conocida propiedad de la tan- 
gente y la secante trazadas desde un mismo punto a une circunferencia, tenemos: 


DB.DA=DM? 


Por consigulente, el segmento DM tiene una longitud constante igual a VBD-DA, 
que no depende 'de la elección de la esfera y, por lo tanto, todos los puntos M 
se encuentran en una circunferencia de radio r= Y DB-DA cuyo centro es el 
punto D. Designemos esta circunferencia por C. Supongamos, ahora, lo contra 
rio, que M es cierto punto de ja circunferencia C; demostremos que este punto 
pertenece al lugar geométrico examinado. 

“Tracemos por los puntos A, 8 yA una circunferencia auxiliar y designo- 
mos su centro por O, (fíg. 243). Puesto que en las condiciones del problema 
DB-DA=DM?, entonces, la recta DM es tangente a esta circunferencia y, por 
consiguiente, O,M | DM. Levantemos, ahora, en el punto M una perpendicular 
al plano P, y en el punto Oy, una perpendicular al plano de la circunferencia 
auxiliar, Estas dos perpendiculares se encuentran en un plano perpendicular 
ala recta DM en el punto M, y no son paralelas (en el caso contrario, el 
unto O, y junto con éste los puntos A y B, se encontrorian en el plano P). 
Por esta razón, estas perpendiculares se Íntersecan en cierta punto O. Es lácil 
ver, que OA=0B=0M, puesto que las proyecciones de estos segmentos 0,4, 
0,8 y O,M son iguales entre sí como radios de una circunicrencia, Por eso, sh 
se construye una esfera de radio OM, cuyo centro sea el punto O, entonces, 
esta esfera hará contacto con el plano P y pasorá por los puntos A y B. De 
este modo, al contrario, cualquier punto de la circunferencia C pertenece a 
nuestro lugar métrico. Por consiguiente, el lugar geométrico buscado es la 
circunferencia 

2) En el cuso, cuando la recta AB es paralela sl plano, el lugar geométrico 
buscado representa una recta que se encuentra en el plano P y que es perpen- 
dicular a la proyección del segmento AB sobre el plano P y la divide por la 
mitad. 








530, Caso a). Sea D el punto medio del segmento AB (fig. 244), C el punto 
móvil, Q el centro de gravedad del A ABC, y Q' el centro de gravedad del 
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A4SB. Puesto que el punto Q divide al segmento DC en la relación de 1:2, 
el lugar gcomótrico de estos puntos es, evidentemente, un rayo paralelo a la 
arista SE, que posa por el punto! o sea, por el centro de gravedad del A ASA. 
so b). Si, ahora, es el punto B el que se desplaza por e la arista SO, 
entonces, los centros de gravedad Q* 
de los triángulos ASB se encontrarán 
sobre un rayo paralelo a la arista SG, 
que pasa por el punto Q* que divide al 





FIG, 243 FIG. 244 


segmento AS en la relación de 2:1, contando de A a S, y los rayos examl- 
nados en el caso 2), correspondientes a cada posición fijada del punto B, llena: 
rán la sección del ángulo triédrico con un plano que pasa por el punto Q* para- 
lelamente a las aristas SO y SE 


4. Valores máximos y mínimos 


$31. Sin derugar la comunidad, se puede considerar, que el plano secante 

se cruza cone laarista CE del cubo (fig. 245). Es fácil ver, que en la sección 

se obtiene siempre cierto paralelogramo AMBÑ. El área S' del paralelogramo 

puede ser hallada por la rórmula 
S=AB.MK, 

donde por MK se ha designado la perpendi- 

cular bajada desde el punto M de la arista 

CE a la diagonal AB. Asi pues, el área S 

será minima junto con la longitud del seg 

mento. MK. Pero, entre los segmentos que 

unen lus puntos de las rectas que se cruzan 

CE y AB, la menor longitud la tiene Ja 

perpendicular común a estas rectas. No es 

difícil comprender, que la perpendicular 

común a dichas rectas es el segmento M'0 

que une el punto medio de la arista CE y de 

la diagonal 48, En efecto, cl A AM'B es 

FIG 245 isosceles y poreso MO | AB, Puesto que 

también el A COE es isósceles, M'0 | CE. 

Asi pues, le section de nienor áres es la sección que divide a la arisía CE 
por la mitad, el area correspondiente S es 








Este mismo problema puede ser resuelto de otra manera, sí se emplea el siguiente 
teorema: el cuadrado del área de un polígono plano es igual a la suma de los 
cuadrados de las áress de sus proyecciones sobre tres planus perpendiculares 
entre sí. Este teorema se demuestra sin dificultad a base de la fórmula, por la 
cual el área de la proyección de un poligono plano sobre un plano es igual al 
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área del polígono multiplicada por el coseno del ángulo entre los planos (véase 
la fórmula (1) en la resolución del problema 456). 

Considerando a este teorema 
demostrado, designemos por x la 
longitud del segmento CM (véase 
la fig. 245). Las proyecciones 
del paralelogramo que nos inte 
resa sobre los planos ACD, ECDB 
y BDN están representadas en 
el orden correspondiente en la 
fig. 246, a, b y c. Las áreas FIG. 246 
de las proyecciones son respecti- , 
vamente iguales a a?, ax y a2—ax, así que, en virtud del teorema mencionado, 

S=(a% + (0924 (0*— ax)? =2a* (ax 0%) 
Representando al trinomio cuadrado 2—ax+a? en la forma 


ay, 3, 
(+0 
hallamos (compárese con (1), pág. 47) que S* tendrá su valor minimo cuando 
x=, y el valor minimo del área es 


a 
Smn= Y 20 q A 


532. El cuadrilátero MNKL obtenido en la sección de la pirámide ABCD 
(tig. 247) es un paralelogramo, puesto que LK [CD y MN [[CD; por consi- 
guiente, LK [| MN y, análogamente, LM || KW, 
si Z LKN=a, entonces, el área del parale: 
logramo, por la fórmula conocida, es 

S=KN-KL sen a. 
Puesto que Z LK esigual al ángulo formado 
por las rectas que se cruzan AB y CD, el 
seno de este ángulo es una magnitud cons- 
tante para todas las secciones paralelas exami- 
nadas. De este modo, el área de la sección 
depende solamente de la magnitud del producto 
KN.KL. Designemos la longitud del segmento 
AK por x. Entonces, cn virtud de la semejanza 
de los triángulos, tenemos: 
KL 


CD 


5 e) 











Mullipliquemos estas igualdades entre si: KN-KL= 1200 (40—9x. 





Dado que ano es una magnitud constante, de ls fórmula anterior se des: 


prende que el producto que nosinteresa KN=KL adquiere su valor máximo junto 
con el producto (AD—x) x. 
Examinando este producto como el trinomio cuadrado —x14 ADx y ropre- 
sentándolo en la forma 4 py 4Dy 
AA 2): 
nos convencemos de que éste alcanza su valor máximo cuando x=AD/2 (com- 
párese con (1), pág. 47). 


TRIGONOMETRIA 


1. Transformación de las expresiones que contienen 
funciones trigonométricas 


533. Empleando la fórmula 
074 A 1a 0) (ob LP (a +0) (a+ 





Sab), 
obtenemos 


sens x--c0sS x=> (sen? 4 + cos? a) [(sen? x cos? 112 —3 sen? x cost x]= 





P 3 
3sept xco9? 40m 1 sen? 2x, 





50. Dengnemos la parte izquierda de la identidad por S y sustituyemos 
el producto 2e0s a cos $ de la fórmula (14) pág. 79 por la suma cos(a-+P)+ 
+cus(a—f) Entonces $ se escribirá en la siguiente forma: 


S=c0s* a—cos (a+) cos (u—B). 
Aplicando de nuevo la fórmula (14), hallamos: 


cos tab) cos (a—P) == (cos 2a-4cos 2). 


S1, ahora, sustiluimos cos az por EA definitivamente obtendremos: 
5% co B 


lo que era necesario demostrar. 


535. De la lórmula 
lga+teh 


tgla+ Ile 





se desprende que 
1ya+ tg P=1g (040 11—tg0 tg Bl 


tale Pt (a+) = tg a tg hy tap. 
Suponiendo un La ultima igualdad a«=x, $=2x. ubtenemos la Iirmula requerida 


de donde 


536, Lencinos: 
fa As (a 
tarta (Gx) te (5+)- 


e V3—tgx. V3 Hex _tex8-18n w 
EV dx IV Tes 13H 


. esplcando por segunda vez la fórmula para la tangente de la 





suma de dos ángulos, hellaremos fácilmente que 


_tgr(3— tex 
TT a 
Comparando (1) y (2), obtenemos la solución del problema. 

servación: La fórmula (2) puede ser también deducida de las fórmulas 
(7) y (8) pág. 79. 


537. Valiéndonos de las lérmulas para la suma y la diferencia de los senos, 
representamos la parte izquierda de la identidad en la forina siguiente: 


2sen E pa RO (+72) sen E 





cos 3 





(1+252)] 


De aquí, empleando la fórmula rara la diferencia de los cosenos, obtenemos 
fácilmente que la parte Izquierda de la identidad coincide con la derecha 
538, Utilizando la identidad del problema 537, obtendremos 


sen a+ son Bqsen y == son EFE son A sn E qa 4005 Y cos E cos, 





puesto que, 





539. Valiéndonos de la identidad indicada en el problema 537, obten- 
dremos: 


sen 2na +sen 2nf + sen 2ny == 
=4sen n (24 B)-sen n (B4-y) sen (y+a). (1) 
A continuación, tenemos que 
sen (a+ P)=sen n (a—y)=(—1)5+1 sen ny 
Transformando análogamente Jos otros dos factores en la parle dereclia de (1), 
obtenemos la solución del problema. 


540. Para la demostración multiplicamos ambos miembros de la igualdad 
eos (a+ B)=0 por 2sen Pi y empleamos la fórmula (15) pág. 79 


541. Los valores admisibles de los argumentos se determinan de la condi- 
ción de que cos cos (2: +B) 54 0. Observemos que la igualdad 
3 (+8) =2tg0, U) 


que se necesita demostrar, contiene los argumentos a-+P y a. Por esta razón, 
es natural introducir estos mismos argumentos en la igualdad inicial. Tenemos: 


=(0+P)—2, 2+B=(a4+b)+a. 
Colocando estas expresiones para $ y 22-+$ en la igualdad inicyal 
3 sen P=sen (24+$) e 


y valiéndonos de las fórmulas para el senos de la suma y la diferen- 
cia de dos ángulos, translormemos la Igualdad (2) a la forma siguiente: 


sen (a-+B) cos 2=2c0s (a+) sen a. le) 
Dividiendo ambos miembros de (3) por cos a-cos(a-+B), obtendremos (1). 
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542. Todos los valores de a y $ son admisibles, excepto aquellos para los 
cuales cosía+P)=0 y cosB=A4, Observando que sena=sen(a-+B—P), 
eseribamos la igualdad inicial en la forma siguiente: 


sen (a. +$) cos $—cos (a +B) sen PB =A4 sen (a+B). (1) 
Dividiendo ambos miembros de (ly por cos(a+$)=0, obtendremos que 


tg (0:-+-B) cos B—sen P=A tg (a-+P). Expresando de aquí tg (a-+B), hallarenios 
la igualdad requerida. 


543. Es fácil comprobar que, en virtud de las condiciones del problema, 
senacos arcos P %0, puesto que de lo contrario tendriamos que [m|<| a]. 
Por esta razón, la igualdad 2 demostrar tiene sentido. Representemos esta 
igualdad en la forma 


tga+igb_min 





To EA 0 
de donde 
eto = El to. e) 


Sustituyamos en la relación (2) las tangentes de los ángulos a y a2-+$ por 
los semus y cosenos, reduzcamos el quebrado a un denominador común y eli- 
minemos el denominador común. Obtendremos: 

m [cos ce sen (a +P)—sen u cos (a+ $) 


—n (sen a cos (a+) cos a sen (2+B)=0 (3) 
o bien 
m sen $—n sen (204) =0. (4) 


Asi me la demostración se reduce a la demostración de la relación (4). Dado 
que la relación (4) se cumple por las condiciones del problema, entonces tiene 
lugar (3) y, por consiguiente, también (2) 

Pero, de (2) se desprende (1), y de (1) se deriva la relación 


teB 
Mbiga_1—tga tap 
mn ma > 
que era necesario demostrar. 

544. Examinemos la identidad 


cos (x-+y-+2)=c0s (£-+ y) cos z—sen (1+y) sen 2= 
=C05 X COS YY COS Z— COS Z SeN X Sen y —COS Y SEN X Sen 2— COS X Sen y sen 2. 


Puesto que segíin la condición del problema cosxcos y cos z 4 0, de esta iden- 
tidad se desprende que 


cos (14 y +2)=c0s xcos y cos z (1—tg rtgy—teyte2—tgztgx%). 
545. Primera resolución. Según la condición del problema 
0<a<x, 0<B<x, 0<y<a y apf+y=mt (1) 
Por eso, de (1) se desprende que 


o 





Por otra parte, por la fórmula de la tangente de la suma, tendremos: 


15) 





Igualando los segundos miembros de las igualdades (2) y (3) y liberándonos de 
los denominadores, obtenemos la igualdad requerida. 
Segunda resolución. De la fórmula 


co (EEE) 
(A 


AA A 
=c0s pl cos pl cos 3 ( tete 7 
demostrada en el problema anterior, hallamos directamente que 


el tes 





11018 Ebo 1-18 





puesto que 
a+b+r_za 
2 ES 


546. Por el sentido de la expresión que se exarmna en el problema, 
eos x cos y cos 2 <0. Por esta razón, de la fórmula oblenida cn el problema 544, 
hallamos: 

cos SS t 
cos (x+y4-2) = 
tg 1 PA 
textey+teytez+tezlgx=1 LOS X COS y COS 2 LOS X COS y COS 2" 


Si k es impar, entonces, la expresión examinada es igual a 1 y no depende 
de x, y y z. Si k es par, entonces depende de x, y y 2. 





547. Primera resolución. HObservemos, primeramente, que (efe zi, 
puesto que. en el caso contrario, tendriamos que teB+tgy=Ó lo que es 
ncompalible con la igualdad tgftgy=1. Por esta razón, de la condición 
del problema se deduce que 
tgB+tey 
Ip ty 
de donde hallamos que a=*a—P—y, es decir, que a+P4y=kn. 

Segunda resolución. En el problema 544 fue demostrada la fórmula para el 
coseno de la suma de tres ángulos. Análogamente se puede obtener la fórmula 
sen (2-+B 4 y)=c0s u cos $ cos y lg a +tgB+tg y—te 2 tg Pte y, 
suponiendo que cos a cos f cos y % 0. Por esta lórmula hallsmos que, según las 

condiciones de este problema, 
sen (0 +4 y)=0, es decir, a+P+y=ka. 
548, Designemos la suma dada por S. Transtormemos los dos primeros su- 
mandos de Ja forma siguiente: 
E E A 
CS AA DA DE cota 
_cosi2x—sent2x_cost2x— sent 2x_4cos4r 


a Sr 
sen ax cost Za z ma a 





2 B4+9=t8 Bm, 


lga=- 
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Por consiguiente, 


_Acos4x 
ME 


4 cos de 


7 sen? 4x 








(1—2 sen 4x cos 4x)= 11 —sen 8x). 


Puesto que L—sen 8x=2sent Ge). entonces, obtendremos definitivamente: 


8 cos 4x sen? (ax) 
N 


sent 4x 





549. Designenmos la expresión que se examina por S. Transformemos los dos 
primeros sumandos por la formula (15) pág 73, y sustituyamos el producto 
cosecosf por li suma de la fórmula (14) pág 79, y por fin, sustituyamos 
sen y por 1—cos*y Entonces, abtendremos 


S= —+ (cos Zu + cos 28) —cost y +- [cos (2+ f)-+cos (a—$)] cos y. 
Transformando la suma cos 204+cos 28 en un producto y abriendo los corchetes, 
obtenemos: 
$ =— cos (u4B) cos (a —f)—cos? y +c0s (2-4 P) cos y + cos 1 —P) cos y. 
Agrupando los sumandos en esta expresión, hallamos que 

S=-— [cos (%—[)—cos y] [cos (a +$) —cos y]. 
Por consiguiente, 


S=4sen 





+2 sen 1 con ERE con af, 


550. La expresión que se examina se puede translormar de la manera si- 
guiente (véase (13) pág. 79) 

1—4 sen 10* sen 70% _ 1—2 (cos 60” —cos 80) _ 2.cos 80* 

— E sen TO" TON 











Asi pues, 
An 
2870 =1 
551. En virtud de la fórmula (12), expuesta en la pág. 79, la parte izquierda 
de la identidad es igual a 


a 3n 
25en y sen <p> (1) 


Multiplicando y dividiendo (1) por 2005 ¡E cos y haciendo uso de la fór- 


mula para sen 2a, obtendremos: 


Pero, 
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os HE sen 
sm < 





Por consiguiente, la parte izquierda de la identidad es igual a o 





552. Multiplicando y dividiendo la parte izquierda de la identidad por 2:.n — 


y valiéndonos de las fórmulas que expresan el producto de funciones Lrigomee- 
Íricas por las sumas, hallaremos: 


econ 








%a h 
sen sena — son 
7 7 








El 
¿sen 
7 
4 1 
De aquí se deduce que la suma examinada es igual a > 
7 


553. Empleando para todos los sumandos de lu suma S que se examina, al 
principio la fórmula (16), y a continuación la (17) pág 79 hallaremos que 


5 1+ 


Ú n 3n E NN 
+ (sos Ftecos Gitcos Zi cos) 





BOE 3n Sn 
S == 3 [00s q + cos 4008 -4c0s 





Las sumas entre paréntesis son iguales a cero, puesto que 


Por consiguiente, $ 





554. Si en la identidad 


tg ata (60—a) lg (60 4-0) =1tg 3a. 0 
hacemos 2=20" (vease el problema 5361, entonces, obtendremos directamente que 
tg 20 tg 40" 1g 80%= Y 3. 2 


Expongamos otra resolución sin emplear la fórmula (1). Transtormermos «1 parte 
el producto de los senos y los cosenos Empleando las formulas (13) y (15) pag 
79, obtendremos 
1 
sen 20%son 40? sen 80=>3 (cós 20— cos £U7) sen 80” — 
¿sen 100? q 
AS 
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Observando que 
sen 100*=sen 80*, 








hallamos. 
sen 20" sen orsen cor YA, 9] 
Luego, 
«os 20? cos 40? cos yoo 2321 20” c05 20" cos 40" cos 80" 
2 sen 20* 
En 40? cos 40? cos 80” _ sen 80" cos 80? _ sen 160* == 20 
2 sen 2 A sen20r — 8sen20” 8sen20” 

Ast pues, 


cos 20* cos 40* cos 80"=-F. 
De (3) y (4) se desprende (2). 


2. Ecuaciones trigonométricas y sistemas 
de ecuaciones 


555, La ecuación puede escribirse así: 


4 sen x cos x (sen? x—cos* x)=1 
o bien 

—2 sen 2x cos 2x=-— sen 4x=1. 
Respuesta: 


El xn 
+ 7 (k=0, 41,12 ...)» 


(4) 


556. La ecuación pierde el sentido cuando Ft y im Gta, pa 


va los demás valores de x es equivalente a la siguiente: 

cos x—sen x 

A 
Después de simples simplificaciones, obtenemos: 

sen x (3-+ sen 2x4-c05 2x)=0. 


La ccuación sen 2x-+cos 2x-+3=0, evidentemente, no tiene raices, por eso, la 


ecuación Inicial se reduce a la ecuación sen x=0, 
Respuesta; 1=bx1 


557. La ecuación se puede escribir en la forma siguiente. 
(sen x-+c0s x)? + (sen x+c0s x)-+(cos* x—sen? 1) =0 


(sen x-+cos x) (142 cos x)=0. 


o bien 


Igualando cada uno de los paréntesis a cero, hallamos todas las raíces. 


Respuesta. y =— Pt, md or, 


558. Uscribamos la ccuación dada de la sigulente manera: 
sen x-+ 1 —cos 2x6 =c08 x— cos 3x-+-sen 2 
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Después de las simplificaciones comprensibles, obtenemos 
sen x-+2 sen? x=2 sen 2x-sen x-p sen 2r 


y, por consiguiente, 
sen x (1-4 2 sen x) (12 cos 1)=0. 
Respuesta: 


ala, AFI A 





559. Escribamos la ecuación dada en la forma 


z 
5 





: 
1 
ess 2%) 00 (20 





4 bien 


(1 





Resolviendo la ecuación cuadrada (1), hallamos: 





, 

cos (205) =—1. a 

5 

La segunda raíz de la ecuación cuadrada (1), igual a + no da solución, 
puesto que |cosa|<l. 


560. Dividiendo ambos miembros de la ecuación por 2, la reduciremus a ta 
forma 


sen 17x 4esen (5e+3)=0. 
) 
de donde 
2sen (+5) cos (Se ] 


En 2 ,Qt+a 
LN PS 








Respuesta: 1 =— 


66 


561. La ecuación dada pete el sentido cuando cos x=0, por eso, se puede 
considerar que cos x % 0. Observando que el segundo ¡miembro de la ecuación us 
igual a 3senxcos x4+3c0s? x, y dividiendo ambos miembros por cos? x, oblen- 
Iremos: 
ter =3 (tex+ 1), 
o bien 
te —3) (tg x+1)=0. 





Respuesta: x, =—F+kn, X 


562. Valiéndonos de la fórmula para la suma de los cubos de dos números 
translormemos el primer miembro de la ecuación de la siguiente manera 
(sen +08 1) (1 —sen x cos x)= (| | 502) (sen 14005). Pur const- 


guiente, la ecuación inicial toma la 


(gun 2) (sen x+cos — 1)=0, 
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El primer paréntesis no se reduce a cero, Por eso, es suficiente examinar la 
ecuación sen x-+cos x—1=0. Esta última ecuación se reduce a la forma 


color) 


Respuesta, x,=21%, .—j+ 2nk. 





563. Empleando las fórmulas conocidas, escribamos la ecuación dada en la 
forma siguiente: 





coscct sect r—colg? lg! cost r—sent x= m 


Puesto que 
cosect=l-pcolglx y sectx=14tgix, 


la ecuación (1) se reduce a la forma 
tx=l. 


En 
espuesta == Epa. 
Respuesta x== +8 3 


564. Utilizando la identidad 


E (sen E, *+)- iZ nz 
z (se Py cost)" —2sen E cost 





y 
sent cost 


iransformemos la ecuación a la forma 
2_3 
EPA 
sed 


Rospicita la (1=0, 41, 42...) 


565. Ulilicando la identidad, que figura en la resolución del problema 
anterior, obtendremos la ecuación 


send 2 4sen 211 =0, 


Resolviendo usta ecuación, hallamos: 


1 
=> + 
Respuesta: x=(—I) q rosen — +3 
566. Uscribamos la ecuación dada en la forma 
4l 44) cos x cos (2x—a) =005 (x— a) +k cos 2x cos (1 — a) (mM 
Dado que 
cos cos (21—a)=> [cos (3x—a) +eos —2l, 


cos (Y—0Jcos 24 [cos (fx) +cos (x-+2)1 


la ecuación (ly terra la ha 








ke [cos (xa) —cos (x pa))=c08 (1—2)—cos (Bx—a) 


o bien 
k sen x Ser == sen (21 — 2) sen x. 102] 
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La ecuación (2) se descompone en dos: 
a) sen x=0; entonces x=¿/x 
b) sen (2x—0)=É sen a; 

entonces 


a 1 a 
x= 4 (— yy arosen (le sen 2) + Gm. 


Para que la última expresión tenga sentido, k y a deberan estar enlazadas por 
la condición 
[esena|<i. 
567. Dado que los números a, h, e y d son los terminos sucesivos de una 


progresión aritmética, entonces se puede hacer b=a > 1, c=a-p2r, d=a48r 
dr es la diferencia de la progresión) Empleando la fórinula 


sen a sen fi + [cos (a —f)— cos (a+ Bol. 


representemos la ecuación cn la forma 
cos (20 |- 1) x—cos (2a-+ 5r) x=0 
v bien 
sen (2a E3r) x-sen 2rx=0, 
de dende 





% ka 
TE 
Las fórmulas escritas tienen sentido, puesto que 
2aj3r=b40>0 y 1%0 
568. Escribomos la ecuación dada en la forma siguiente: 


sen 






cost —sent Fl 
(cos 


e, 
2 / 


o, después de simples transformaciones, en la forma 





x E 
sen 5 cos y 


2 2 


(cosa 5) (3 cost F42se0 





La ecuación 
x 


[Z: Ze E 
3costh+42 sens Gen cos 





es equivalente a la siguiente: 
EE AT 
og + e 430 
y no tiene soluciones reales. 


x 
== 42 


Respuesta: 1=5+ 





569. Primera resolución. La ecuación pierde el sentido cuando x=4x, y para 
lus demás valores de x es equivalente a la siguiente 


eos r—sen x=2 sen 2x-sen x. 0) 
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Sustituyenda el producto que figura en el segundo miembro de (1) por la suma, 
según la fórmula (13) pág. 79, obtenemos: 


LOS A— SOM X=0S Y—C0S 3x,  senx=c083x, 





de donde 


y, por consiguiente, 





Respuesta 
n hn 
+ 
y a) 
== Ha 


Segunda resolución. Empleando la lérmula (20), nág. 80, y suponiendo que 
sea fgx=1, obtenemos la ecuación 


1443P41—=1=0. 
Descomponiendo el primer miembro en factores, cblenemos: 
een Y TM 1+ Y T)=0, 
de donde, 
Me 
Respuesta: 


—V7. 





1ea=V 21, (1g0,= 





3 


+ xo=arctg Y T—1)4 dom 





x=—arctg(14 Y Z)+ka. 


Observación. Las dos i¡lfimas series de soluciones se pueden escribir mediante 
una sola fórmula (2), 


570. Aplicando al primer miembro de la ecuación la fórmula (14), pag. 79, 
obtenemos: 
cos (21 —f) 4-cos P=cos |, 


cos (2x—[)=0. 


de dunde 
Por consiguiente, 


ted y tx=t2 (5 24). 


571. La ecuación inicial se puede escribir en la forma 
sen a [sen (24 +) —sen (24 —a2)] =sen (q +0) —sen (p—a), 
o, después de simples transformaciones, en la forma 
sen 4-2 sen a cos 24, =2 sen Q.-C08 Pp. 


Suponiendo que sen «0 (en el caso contrario cos es indeterminable), 
obtenemos: 

14+2c0s 29—2 cos p=0, 4 cos* p-—2c0s p—1=0, 
12V35 


cos 4 == 


Puesto que el ángulo y se encuentra en el tercer cuadrante, entonces, cos q < 0. 
Por consiguiente, 








cosq= ÉS, Ez, 
572, Empleando la fórmula cost q E, escribamos la ecuación en 
lo forma 
cos 2 (a4x)+c082(0—1)=242 
o bien 
cos Da cos Zea, 
de donde 
ai 
005 2= 37 0) 
Puesto que, por otra parte, 
y HE 
oler Y osas 


entonces, de (1) hallamos que 





cotga=4 


De la férmula (1) se desprende que el problema tiene sentido cuando cos 22: 24 0 
y [cos 2e|B|a—11. 


578, Utilizando las fórmulas (18) y (19), pág. 80, reducrnos la relacion 


dada sen q cos 4=- > a la forma 


(0+V7)1e 419 F-(2VT)=0. 


Resolviendo esta ecuación respecto a lg, oblendrcios, 


2 3 A 
42) =-Y7-2 
(3), ra 





Comprobemos si satisfacen los valores hallados de «5 las condiciones del 
problema 


Puesto que 0< z < ER entonces, 


El valor 








satisíace la condición del problema, ya que 2 Y E—1.La raiz Y 72 
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debe suprimirse, puesto que 





VT-2>Y 72 


574. Haciendo sen x—cos x=? y valiéndonos de la identidad (sen x—cos aJ!= 
1—2sen x cos x, escribamos la ccuación micial en la forma 


244 121—13=0, 
13 y l¿=l, Pero, f=senxr—=cos x= 


X 








Esta ecuacion tiene las raices f¿= 
2 VE sen («4 |. «le donde |£1< VE, por consiguiente, la raíz (== 13 


puede uo examinarse. Por esti razón, la ecuación inicial se reduce a la siguiente: 
sen (+ E 
3) vz" 
Respuesta: x,=2-1 24n, la 


575 Trausformemos la ccuación dada a la forma 


2 cos" y (24sen x)+senx=0. 





Utilizando la furmula 2cos* E -=1 4 cos x y abriendo los parentesis, obteneinos. 


24 21sen xYcos 1) +sen x-cos x=0. ) 


Esta ecuación es del mismo tipo que la del problema 574. Sustituyendo 
senx4 cos x—=f, ha venación (1) se lleva a la ecuación cuadrada fi+4(-1-3=0, 








vuyas raices som 1. -<l y f¿=—3, Puesto que ]senx+cosr|< Y ala 
cetación inictal la pueden satisfacer solamente las raices de la ecuación 
senx+ cos x=—i, 2 
Resolviendo la «ctiación (2), ublenenos" 
+2kn, 
x= (R+ NA 


La segunda serio de raices se debe despreciar, puesto que sen xy=0 y la ecua- 
ción inicial pierde cl sentido. 


Respuesta e — y (La 
576. La ecuación deda pierde el sentido cuando x=4x, y cuando x 7 hac 
puede ser esccita en la forina 
cos? x cos? sen? x+sen? x. 


Pasando todas las terminos de la ecuación a la parte izquierda y descompo. 
miéndolos en lactores, oblenemos: 


(cos 1—sen 1) fsen? x+ vos? x + sen x cos x-/- sen x4-c05 x) 0, 


De aqui se desprenden dos, posibilidades: 
a) sen x—cos a =0, entonces, 


5 G+tm (0) 





by soni x- Cus? 1 Sen X COS Xx Sen x-C0S X=: 16) 


346 


La ecuación (2) es análoga a la examinada en el problema 574 y tieue las 
soluciones 


a 





x=(U4+ Ia 
Pero, los valores de x que figuren en la fórmula (4), no son ralecs de la 
ecuación inicial, puesto que, siendo x=nx la ecuación inicial pierde el sentido. 
Por consiguiente, la ecuación tiene las raices determinadas por fas fórmulas 
(My 
577. Escribamos la ecuación de la manera siguiente. 
sende_sendr) _ sende/(sendx senóx, | 
cos 3x cos Ze) cos 2x Cos 2x" cos3r 
Reduciendo los quebrados a un común denominador y liberándonos de este último, 
obtendremos la ecuación 
2 (sen 3 cos 24 —cos 3x sen 2x) cos 2x =sen 2x (sen Lx sen 3x + cos 2x cos 3x) 








Pero, la expresión que figura entre paréntesis en el primer mienibro es igual a 
sen x, y la que figura entre paréntesis en el segundo miembro es igual a cos x, 
Por esta razón, llegamos a la ecuación 


2 sen x (cos 2x—cos! x) =—2 sen*x=0, 
de donde x=ka. 
578. La ecuación dada se puede escribir en la forma 


3 (505 2x _cos3x _sen2x , cosdr 
sendx sendx) cos dx *senZr 











o bien 
Bsnx _ 1 
sen 2x sendx sen 2x cos 2x* 


Observemos que esta ecuación tiene sentido sí 
sen2x0, sendr20, cos2rz0 
Para los valores de x, para los cuales la ecuación (1) tlene sentido, 


3 sen x cos 2 =sen 3x, 
o bien 
sen x (3—4 sen? x—3 cos 2x)=0, 
o bien 
2 send x=0. 


Puesto que la última ecuación es equivalente a la cevación senx.-0, entonces, 
en virtud de la observación hecha más arriba, la ecuación inicial no tiene raices. 


579. Escribimos la ecueción en la forma 
6 (lg x +cotg3x) =1g2x+colg 3x, 
después de lo cual la fransformamos de la siguiente manera” 


sen2x, cos 
cos2x * sen3x 
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o bien 
Bcos2x cosa 

cos+senBx cus Zesun ar" 

6 cost 2x=cos* 

12 cost 2x—cos 2x 








Resolviendo la iiltima ecuación, hallamos 


cos2r= LE 


pro 


de donde 


D cos 21= 





F* 


2 cos 2x 





Durante Ja resolución se realizó ta multiplicación de ambos miembros de la 
ecuación por cosxcos2xsen3x, Pero, es fácil ver, que para ninguno de los 
valores hallados de x este producto se reduce a cero. Por consiguiente, todos 
los valores hallados de x son raíces de la ecuación inicial. 


580. Reduciendo los quebrados que figuran en el segundo miembro de la 
cenación e un común denominador y empleando la fórmula 


as —b5 =(a—b) (at+ 0% + año abs 00), 
obtenemos: 


sen «cos x (sen x— cos x) (sent x-+ sen? x cos x-psent x cos? x4- 
+sen x cos? x-+ cost x)=sen x—cos x. 
De aquí se desprende, que o bien 
sen x—cos x=0, (m 
o bien 


sen x cos x (sent x-+sen' x cos x-+ sen x cos? 14 cost x-+sen? x cost 1) —1 





Iranslormumes, ahora, la ecuación (2), aprovechando que 
sent x4 cost x= (sen? x-+ cos? 1)? —2 sen? x cos? x, 
y que 
sen? x cos x4-c0s? x sen x=Sen x C08 X. 
Haciendo, además, en la ecuación (2) senxcosx=y, escribamos la ecua- 
ción (2) en la forma 
P—y—y+l=0 6) 
o (clespués de descomponer el primer miembro en factores) en la forma 
01" (y+1=0 
Si y=1, es decir, sí senxcos.x=1, entonces, sen2r=2, lo que es impo- 


sible, SÍ y=—1, entonces, sen2r=-—2, lo que es también imposible. 
Asi pues, la ecuación (2) no tiene raices. Por consiguiente, las raíces de la 


z N El 
ecuación intesal son las raices de Ja ecuación (1), es decir, x=Z-+an. 
581. El primer miembro de la ecuación pierde el sentido cuando ¿=*kx 


cuando x= 4 ma, puesto que siendo x=2/x la función cotg E es inde 
y > q 


2 
terminada, siendo x=(21+1)a es indeterminada la función us y siendo 
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1 +na, el denominador del segundo miembro se hace igual a cero. Sk 
x% kn tenemos: 





A ES 

AC E O 

TTM GA ESE 
sen cos $ 





trarios), el segundo miembro de la ecuación es igual a —2sen xcos x 
El primer miembro de la ecuación no tiene sentido cuando x= 





), y para los demás valores de x, es igual a 


3) [+3 
=- (2) cotg (7). 


Asi pues, six An, x F+ma yxá A 5 , entonces la ecuación 
Inicial tiene la forma 





2, yn , 
HG U=O, el, 42 
—tgx, puesto que 


e (-Z) te (+7) =u 





mo 


tgx=2sen x cos x. 
Esta ecuación tiene las raices 


E 
la y az 
De aqui se desprende que la ecuación inicial no tiene raíces 


582. Multiplicando el segundo miembro de la ecuación por sen? x-+ cos? r=1, 
la llevamos a la forma 


(1 —a) sen? x—sen xc0s x—(a+2) cos? x == 0. 0 
Supongamos, al principio, que al. Entonces, de (1) se desprende que 
cos x 5% 0, puesto que, en el caso contrario, tendriamos que sen x=c0s A 


lo cual es imposible. Dividiendo ambos miembros de (1) por cos?x y haciendl 
1g x=1, obtendremos la ecuación 


(I—a) P—1—(4+Y=0. 2) 


La ecuación (1) tiene solución cuando, sólo cuando, las raices de la ecua- 
ción (2) son reales, es decir, cuando su discriminante es 


O, 
o 








D=-—Asai—404+9>0. (5) 
Resolviendo la desigualdad (3), hallamos: 
10 0— 
E 6 E o “ 


Sean t, y ta las raíces de la ecuación (2). Entonces, las correspondientes solu- 
ciones de la ecuación (1) tienen la forma 


x=arctgl+Ra, x=arclgf,4-kn, 
Examinemos ahora el caso en que a=1, 
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En este caso, la ecuación (1) se escribe en la forma 
cos x sen x-+3 cos x) 00 
y tiene las soluciones siguientes: 


am 4 ra =—arcig34 er, 


583 Empleando las fórmulas 








E 2 
sat sit A peas 

y hacienda cos 2). escribamos la ecuacion dada en la forma siguiente: 
PG + 40t—3=0, Mm) 





La ecuación muetal lendrá solución solamente para tales valores de a, para lus 
cuales las ralves £, y f¿ de la ecuación (1) sean reales y, por lo menos, una de 
«stas raices, pur su valor absoluto, no sea mayor que la unidad. 


Resolviendo la ecuación (1), hallamos: 
ne=s2T=2L. t=342 30% 
Por consiguiente, las raices de la ecuacion (1) son reales si 
[als V3. (2) 


Si se cumple la condicion (2), entonces 1, > 1, y por esla razón, esta rai 
puede ser despreciada, De este modo, el problema se reduce a la determina: 
cion de ayuellos valores de a que satisfacen la condición (2), para los cuales 
14,185 1, es decir, para los cuales 


1-2 Vi=adal. (0 
De (3) hallamos. que 





—15-2V3 24 
de donde 


2>VI= > 1. (6 





Puesto que la desigualdad 22= Y ñ se cumple siendo Ja] < Y 
el sistema de desigualdades (4) se reduce a la desigualdad 


Vi= Al, 
de donde hallamos que |a]< Y? 


Asi pues, la ecuación inicial es soluble si Jaje PE, y tiene la solu- 
cion 


14 q arcos 02 IZ) 4h 


584, Transtorinemos la vena 





ón dada, multiplicando ambos mienibros por 





32 seu ZÉ Empleado unas cuantas vecos la fermula sen a cos 2=-y sen 2a, ob- 
tendremos: 
sen A eme F 
EN 31 
o bien 
33 
sen > cus =y 1x0, (1) 


2 02 





De aquí hallamos dos series de raíces: 
3 





x=%m, == 





GO+D m=0, +1, +2) 


Puesto que durante la resolución se realizó la miltiplicación de ambos 
miembros de la ecuación dada por el factor 32 sen FE, 
cero, la ecuación (1) puede tener raíces ajenas para la ecuación imicial, Seran 
raíces ajenas únicamente las raíces de la ecuación 


que puede reducirse a 


19) 





que no salistagan a la ecuación inicial. 
Las raíces de la ecuación (2) se dan por la fórmula 


x=3lk (4=0, +1, +2...) (3) 
y, como es fácil ver, no satisfacen a la ecuación inicial. Por esta razón, de la 
serie hallada de raíces de la ecuación (1), deben ser excluidas todas aquellas 
que tienen la forma (3). Para las raíces de la primera serie esto conduce a la 


ecuación 2m=314, que es posible solamente para los valores pares de k, es 
decir, para 4=21 y n=311 ((=0, ql, +2, .--). Para las raices de la segunda 


serie análogamente obtenemos la igualdad Sy On+1)=314 o bien 224 133%, 
que es posible únicamente cuando k es impar, o sea, cuando k=241 y 
n=331 +16 ((=0, +1, +2, ...) 
Así pues, las raices de la ecuación inicial son: 
x,=2n, donde n 31, 
en), donde n + 331416. 
585. Escribamos la ecuación de la manera siguiente: 





* 


) 1=0, 1,42%... 





1 Y3 1 
y 009 7x4 sen 7a=L2 cos 5reb-3 sen 5x, 
o bien 
sen] cos Tacos sen Tx==sen 7 cos Óx-+-cos < son 5x, 
es decir, 


son (4 5) sen (5 





Pero, sena =sen fi cuando, y sólo cuando, o bien a—P=2%a, u bien 2+P=> 
=(20+1)x (e, m=0, +1, 42, ...). Por consiguiente, 


po 
FAN 2 
o bien 
+ 704 F+5r=(2m ¿Da 
Así pues, las raíces de la ecuación serán: 
¿24 Do, 
(e,m=0, 11,42, -..). 
E u4m+b 
e Td 
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586. Puesto que el primer miembro de la ecuación es igual a 
2— (7 + sen 2x) (sent x—sent x)= 


—2—(7+sen disen xcos! x=2—(7+5en 24) «y sent 2, 
haciendo £=sen 2x, escribamos la ecuación en la forma 
P+TA8=0 Mm 


La ecuación (1) tiene la raiz evidente £, Sus otras dos raíces se hallan de 


la veuación 





14+814+8=0, 2 
Estas raices son iguales a 


44242 y —1-2V2 
Ambos estus vulures se pueden despreciar, puesto que en valor absoluto son 
mayores que la unidad. Por consiguiente, las raices de la ecuación inicial son 
las raíces de la ecuación sen 2x=1. 


Respuesta. x= E ka. 


587. Se pude considerar que a?31% > 0, puesto que, en el caso contrario 
la ecuación toma la forma c=0 y no permite hallar senx y cosx. Es cono- 
idas que si a46% 30, entonces, siempre existe un ángulo q, 0 4 < 2, 
tal, que 

» 


a 
vago Var 


Diviiundo esta ecuación miembro a miembro por VITFE y utilizando (D, 
obteneutos la siguiente ecuación equivalente: 


id: de »  “osp= 10) 





Of 1) 


Puusto que 





lempre |sen(x4+4)]< 1, esta ecuación tiene solución si, y sólo 
st, le |< Ya pH o si e <at4 9. Esta es precisamente la condicion de re- 
solubilidad del problema. A continuación, hallamos: 


- VIFR—a 
cos rd 4)=k rm 10) 


Observando que 
seña =sen (x-+ q —q)=sen (£4- q) cos q —cos (x + q) sen q, 
COS X= Us (x +4 —G)== 005 (Xx +4) COS Q + sen (2-4 q) sen q, 


y enlocando (21 y (3) en la parte derecha de la expresión (l), definitivamente 
oblendrenos dos soluciones: 





bea VAFR—=A 


0) senx= e ; 

aria, 

cos ELE 
Aia 

sm Et1 PR 
VTA 
0 ARS 





a 


588. Observando que (bcos x+-a) (bsen x+a) 0 (en el caso contrario, la 
ecuación pierde el sentido), nos liberamos de los denoinimnadores, Como resultado 
obtenemos: 


absen? x-+ (a? + b*) sen x +ab=abcos? x 4 (a? + b*) cos x +ab, 
de donde 
(a? +62) (sen x—cos 1) —ab (sen? x—cos? 1) =0, 
y la ecuación se descompone en dos 


la, senx=cosx, de donde x=F ka 





aq 


22. sen x4.0os == 


+1. 
Pero la última ecuación no tiene soluciones, puesto que >» mientras 
que 
1 ñ E e 
ES A ma 
[sen x+c0s x]= VE [sax y 7 | Yy2 [sen (+3)]< vz 
Respuesta: x=E+km 


689. Valiéndonos de la identidad 


, 
costy= (LEGS2) =$ (143 cos21+3cos*214-cos92a) 
y de la fórmula 


cos Gx==4cos12x-—3cos2x (véase (8), pág. 70%, 
llevamos la ecuación a la forma 


4 cos 2x 4-5 cos 244+1=0. (1) 
De (1) hallamos que 


(052) == 1, (cos q. 
Respuesta; ¡ 
za (+3) mi 


a=ti arccos (4) +4n. 


590. Empleando las fórmulas 


sent y cos %a=2costa—i, 


representemos la ecuación en la forma 


(L—cos 24)? 4-3 cos 2:+2(2c05* 2x— 1) 10, 
o bien 


de donde 


7 cost 2x—cos* 2=0, 
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591. De las iórmulas para sen3x y cos3x, hallaremos: 


cost 5 053143 008 q sen —sen de 
costi= sema 4 


4 g 
Por consiguiente, la ecuación se puede presentar en la forma 





cos 3x (cos 3x+3 cos x) -+sen 3x (3 sen x—sen 3x)=0, 
o bien 
3 (cos 3x cos x + sen 3x sen x) + cos? 3x—sen* 3x=0, 
o bien 
3 c0s 2x+cos 6x=0. 0 
Pero, puesto que 


de donde 





592. Utilizando la identidad (sen? x+-cos* x2=1, obtendremos: 





1 
sent x+ cost xx 1 — y sent dx, 


de donde 





A! 154 
sen cost (1 sentia) q sent 2 


8 32 
¡sen 2x4 sont 20, sent 2 sen 2rp Emo, 

E 32: E 

Resolviendo la ecuación bicuadrada obtenida, hallaremos; 

7 ! a 2 
EL a PA aa 
enamd doo seia=z, 2 Hz 

de donde 





593. Sustituyendo sent x y cos*x por 


LIS y 07 respectivamente, 


escribainos la ecuación en la forma siguiente: 


I—cos 2xY6 | fl 4cos2x0> 29 
(=> AE, =p cost2, 





o bien 
(1 —<cos 2x)24-(1 4 cos 2x)*=58 cos! 2x. 


después de simples transformaciones, obtenemos la siguiente 
respecto a y. 


2y— 104 —1=0, 
vi 


Esla ecuación llene solamente dos raíces reales: y, ¿=+ 7. Por consiguien- 


Haciendo cos 21= 
ecuación bicuadra 











0441), donde k=0, El, +2 - 





le, cos 2x= £ zm. de donde x 


3H 


$94. Valiéndonos de la identidad obtenida en el problema 261, escribamos 
la ecuación inicial en la forma 


(sen x-+sen 2x) (sen 2: +-sen 3x) (sen x-+sen 3x)=0, 
o, después de descomponer las sumas de los senos en factores, en la forma 





ar Sr y 
sen yy sen 2x sen 57 Cos x.cos' 7 


Igualando cada uno de los factores a cero, obtendremos cinco series de solu= 
ciones 








+1 
9:15) xm(20,41)a, 
donde Ay, Mz, Ry, Ma Y Ag SON números enteros arbitrarios. 
Observando, que las soluciones de las series 4) y 5) se contienen en la 
serie 2), definitivamente obtendremos las siguientes tres series de soluciones 


Dilo Dima, 





donde ny, 13 y ny son números enteros cualesquiera. 
595. Primera resolución. Cuando n=] la ecuación se transforma en una 
identidad. Si n > 1, entonces, de la identidad 
Le (ento ent y) sent UD cost. 
e +(,21) son? x cos? 0-44 costn y, 


en virtud de la ecuación dada, obtenemos: 


n 
( 1 sen mb xcostrdh... + (es) sen? cost m=" y =0, 


Dado que ninguno de los sumandos es negativo, entonces, o bien sentx=0, o 
bien cost x=0 y =pk 

Segunda resolución. Es evidente, que la ecuación se satisface si x toma 
valores múltiplos de <>, es decir, si x= h (k es un número entero). Demos: 





tremos que la ecuación 
senén x | cos 3 x=] 


no tiene otras raíces. Sea Aris entonces sex, < 1 y cosix, < 1, de 
donde se desprende que para n > 1 tendremos que sente xy < sen? xp y costx,< 
< cos? x y, por lo tanto, 

senta y, + costa xy < sendx, + eostxy=1. Con esto el problema queda de 
mostrado. 


Jay la 





a, % 
entonces, 5 +H 





3n 
=1-3 ul 





ecuación toma la forma 
sen 3y=2sen y. 
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Con ayuda de la férmula (7). pág. 79, la última ecuación se puede escribir asf: 
sen y (4 sent y—1)=0. Mm 
La ecuación (1) tiene las siguientes soluciones: 


yt GEA A Ea 


Volviendo al argumento x, por la fórmula E definitivamente: oblen- 


dremos tres series de soluciones de la ecuación inicial 
52m, Ea E 
3a 
A 


597. Puesto que |[cosa|<1 y sena =>—!1, entonces, 
| cos 4x—cos 2x] <2, sen3dx+5>4. 
Asi pues, el primer miembro de la ecuación no sobrepasa de 4, el segundo 











miembro no es menor de 4. Por consiguiente, |cos 4x—cos 2*]= +2 (y, enton 
ces, o bien cosáx=—1 y cos2t=l, o bien cosáx=1I y coso!) y 
sen dxm —1. Examinemos los casos posibles. 
8) cos 4x=—i, 
005 2x1 
sendx=—!I, 
No hay raíces comunes. 
b) cosáx=1, 
cos 2=—1, 
sende=—1, 
Las ralces comunes som 
1 
s=(2043)a, m=0, 21,42... 
508. Translormemos la ecuación a la forma 
A AO 
Vi VE ns" 
ay 1 
sen (+5) == 
o bien 
sen (++) sen2r=1 W 


Puesto que ]sena]< 1, entonces, (1) tiene lugar, si, o bien 


sc (+7 =-1 y sn2%=-1, 


o bien 





Pero, las dos primeras ecuaciones no tienen raices comunes, y las dos segundas 

. E A ” 
ecuaciones tienen las raices comunes x= +%n, Por consiguiente, la ecuación 
dada tiene las raíces: 





ni) 
T+ da. 


509. Dividiendo la ecuación dada miembro 1 miembro por 2 y obser: 
vando que 
! E 


2 y 


ubtendremos la ecuación equivalente 





sen (++3) sen4x=1. 
La último igualdad es posible solamente en el caso cuando 
sen (+7)-. 1 y senáx=21, 
de donde 
i-T 4 F4omn y 1 (e F+2ma), 


donde n y m son números enteros, Igualando ambos valores entre sí, después 
de "simplificar por sx, obtenemos la ecuación 





1 t Ll m 
ji tm=tg +7: 
o después de la multiplicación por 24 
12m—48n = —8 + 9. 


Para cualesquiera valores enteros de m yn, la parte tequierda es un número 
entero par, y la parte derecha, un número impar (1 6—(7), La última igual- 
dad, pare valores enteros de m y n, es imposible, lo que habia que demostrar. 








600. Primera resolución. El problema es equivalente al siguiente: ¿qué va 
lores puede tomar la función A=sec x-+cosec x, si el argumento x varía en los 


límites de 0<x<-F? 
Examinemos la función 


1 2 1 
ds A 
úl peca y cos CTRA 


po a 4 
seno y cos? Sta xcosx sen? ata Pd 


Cada uno de los sumandos que tiguran en la parte derecha, al aumentar x 
desde cero hasta 5 se porta de la siguiente manera” al principio disminuye 


desde +00 hasta 4 (cuando 0< :<3) y luego aumenta desde 4 hasta «+00 
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x E z ie 
(cuando Fx < 3): para x=“, ambos sumandos adquieren simultánea- 
mente sus valores mímunos, por consiguiente, también la suma tendrá sus valo- 





res mínimos cuando x= Al mismo tiempo, 12=8. Por esta razón, si 


-. 
Dex< EN entonces, A%3=8, y puesto que secx y coser x en el primer cua- 
drante son positivos, entonces, 1>2W2. La gráfica 
de la función A (x) se muestra en la fig. 248. 


Segunda resolución. Observemos en seguida que debe- 
mos limitarmos a examinar solamente los valores positi- 





vos de A, puesto que siendo 0<x< F las — funciones 


secx y cosecx son positivas. Transtormando la ecuación a 
la forma 
sen x-+ Cos X=A Sen x COS X, 


elevemos ambos miembros de esta ecuación al cuadrado, 
como resultado obtendremos: 


1-4 sen x cos x=22 sontx cos? x. 
Haciendo, ahora, sen 2x=2z, tendremos: 
M2—42—4=0, 





0 





Puesto que por la condición del problema O<x <<, entonces z=sen2 > 0, 
y debemos tomar en la igualdad (1) el signo más, es decir, 
2+ VI 
A. 
Si ahora conseguimos satistacer la desigualdad 


24 VIENE 
A 


<=, (92) 
entonces, la ecuación 


mozo tE VERA 


3. Esto último satisfará también a la 
ecuación inicial, de lo cual es fácil convencerse. Si no se satisface la desigual- 
dad (2), no existe la solución necesaria, Así pues, el problema se ha reducido 
a la resolución de la desigualdad (2). Liberando esta desigualdad del denomi- 
nador, abtenemos fácilmente que A>2 Y 2. 


tendrá una solución x tal, que 0<x< 


601. Del sistema dado obtenemos directamente que 


x+y=km,  x—y=Íx 
De aqui 





Segim la condición del problema 0<k+1<2, 0<%—1<2, 
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A estas: desigualdades las satisfacen los siguientes 3 pares de valores de 
1 


RS 
De Yé=1 1=0, 
3% Vr, l=k 
5) k 
Respuesta: 0; ía 





TO, Yo A AO 21 Y=0 


6602, Transforiiemos el sistema a la forma 


sent x= [sen x sen y, ' 
cost x= 1400 x 005 Ya ) ¿il 

Sumando y sustrayendo las ecuaciones del sistema (1), obtenemos el sistema 
cos 2x—cos(x+y)=0, y 
14005 (1—y)=0, ) e) 


La primera ecuación del sistenia (2) se puede escribir así: 


cos 2x—cos (x+y) 2sen EX) ltda 





Si sen(x—=y)=U, entonces, a—y-=kn. Pero, de la segunda ecuación del sis- 
tema (2) hallamos: 

cos (xy) ==,  x—y=(20+1)a 
Por consiguiente, en esle c:so, teneinos una cantidad innumerable de soluciones: 
xy: nj la. 


Si sen 2) e, entonces, 3x+y=2ka. Pero x—y—(2n+1)0. Por 





N 
consiguiente, 








A 1 PA PA 


803, Elevemos ambas ecuaciones al cuadrado, sumémoslas miembro a miembro 
y hagamos uso de la identidad 


sen x 4008" x= 1 contas 


(véase el problema 533). Obtendremos: sent2x=1. Si «wn2x--1, entonces, 


o bien x= +2n, o bien +01) x. En el primer caso, del sistema 
t 





inicial hallaremos que sen y =c0s y >>— y en el segundo caso, sen y =c05 y= 





vy2 
=-; S - Análogamente se examina el caso cuando sen 2x=—l. 
Respuesta; AS Y Fla; 


2 
++ Da 





a 
aq +04 Da, Ya 





: 3, 
= F2A, 4 =+2n; 


3 
A=A+0H4l)a, mia | Ll. 


804. La primera ecuación se puede escribir en la forma 





sen (x+y)=C0S x cos y= 
Por consiguiente, o bien 


x+y=7 +%%a, 0 
o bien 
4y=— +04 ba, 0) 
Transformemos la segunda ecuación del sistema inicial de la siguiente manera: 
cos (x-+yl+cos (xy) =V 2. 


De aque z 
cos (x—y)= Y B—cos(x4-y) (0) 


Si tiene lugar (1), entonces cos eZ, y de la fórmula (3) hallamos: 


cos (1—y)= de y yá a, 
SI tiene lugar (2), entonces costry=— YE y suya Z, lo cual, 


es imposible, 

Así pues, para la determinación de 1 e y hemos obtenido el sistema de 
ecuaciones 

y= +2, % 

(4 

1—y=4 [+la 


En concordancia con la elección del signo en la segunda ecuación del sistema (4) 
obtenemos dos series de soluciones: 


+4 =D 


a=t4+Da n=F+4—0a. 
605. Dividiendo miembro a miembro la primera ecuación por la segunda, 
obtendremos: á 
a (0 


Sumando esta ecuación a la primera y sustrayendo de (1) la primera ecuación, 
obtendremos Un sistema equivalente al inicial 


cos (xy) = 





Y 

” E 

os (a+y) ==, 
"=y2 J 
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de donde 


1—y=+4 F42n, 


1 A” e) 
CIN 


En concordancia con la elección de los signos en la ecuación (2) obtenemos las 
siguientes cuatro serles de soluciones: 





x+y= + arccos 
$ 


3) =(4+) ES 


n=i—4) +7 arccos 








1 
y arecos 
2 22 


E 

Ed 
D)r=4+)n+ + 
an 


4 1 
UM aos 





1 n 
) xy =(k4 1) n= arccos he 


2 2 

1 y EJ 
Ya=(U—k) a arccos —h 
ei ya 3 





M 
0) xn (AHD) n= y arecos 7 y 


t 1 n 
=(I—k) n—2 arccos + 
Y= Un EMO 
608. Transformemos la segunda ecuación a la forma 
1 
q eos (x+y) + cos (x—y)l =>. 


Pero, puesto que x-+y=4, entonces, cos(x—y)=22—cos p. Oblenemos el 
sistema de ecuaciones 


4 y=G, ) 
x—y= + arccos (2a—cos q) + kn. 
Respuesta: 


1 du — arecos (2a—cos q)+ ex, 


y -+ F + arccos (2a—cos q) —ka, 
con la particularidad de que a y q deberán estar enlazados por la condición 
|2a—cos p |< 1. 


607. Puesto que el primer miembro de la primera ecuación del sistema no 
supera a la unidad, el sistema puede tener solución solamente cuando a=0. 
Suponiendo que sea 2=0, oblenemos el sistema 


sen x-cos 2y=1, y 


cos x-sen 2y=0, 


(1) 
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De la segunda ecuación del sistema (1) se desprende que, o bien cos X=0, 
o bien sen2y=0, Sí eosx=0, entonces, para 1=5+2nn, de la primera 


ecuación hallamos que y=ax, y pra 42, oblenemos que 


(4 | El caso sen24=0 no da nuevas soluciones. Ási pues, el sistema 





de ecuaciones es soluble solamente en el caso en que a=0, y tiene las dos se- 
ries de soluciones siguientes 


9742, mas, 
n= Fs La 


608. Obseruemos que cos y no puede ser igual a cero. En efecto, si cos y=0, 
entonces y=G+kx y 





cos Y 
sena 


c0s (x—2y) =c05 (x—11) == 

sen (x— 24) =sen (x—a) 

Pero, senx y cosx no pueden ser al mismo tiempo iguales a cero, puesto que 

sen? x-pcosY1 1. Es evidente, que a =0 (en el caso contrario, cos (x—2y) == 
— sen (x— 24) -- 0). 5 

Dividiendo la segunda ecuación miembro a miembro por la primera (en 

virtud de la observación hecha más arriba, tal división es posible), obtendremos: 


Lo YT + 0) 





te —24) 





Examinemos dos casos 
4) / es un número par. En este caso 


1 a 


acosty,  esy= Y ——=k; 








os (1—24)= 


T 
ay2 


y 
yd arccos | 2ma 
Colocando este valor de y en (1), obtenemos: 


+ ?arccos 4 md ad. 





b) k es un número impar. Entonces, cos (x—24= 





y == arccos (—A) + 2mn. 
De fl) hallamos 





+ 2arecos (—2) +(4m+4) a+. 








El sistema es soluble: cuando a >= 
v2 
609. Elevando las relaciones dadas al cuadrado, obtendremos: 
sen? x-+2sen x sen y sen? y=0?, Mm 
cos? x4+2c0s x cos y + cos? y=6* 10) 
Sumando y sustrayendo (1) y (2) miembro a miembro, hallaremos: 
242005 1x—y=a?-p bn, a 
cos 214-005 2y 4-2 cos 1x4 9) =0 at, El] 


La ecuación (4) puede ser transformada a la forma 


2 cos (x-+ y) [cos (x—y)+1]=0*—a%. 15) 
De (3) y (5) hallaremos: 
(8) y (5) hallares Pa 
cos (+) =p 


610. Valiéndonos de la fórmula 
cos 2x-+-cos 2y=2 cos (1-+ y) cos (xy 
escribamos la segunda ecuación del sistema en la forma 
4 cos (x— y) cos (x+ y)=1 44 008? xy) 
El sistema inicial puede ser sustituido por el siguiente equivalente: 





4cos acos (x+y)=1=+4c08*%, 1 (1 
—y=0%. / e) 
Comparemos ambos miembros de la ecuación (1). 
Tenemos: 


[4 cos cos (14+-y) | <4]cos 21. 
Por otra parte, de la desigualdad (1 $+2c0sx)?>0 se desprende que 
4|c0s |< 1-+44c0s! a, 


con la particularidad de que el signo de igualdad tiene lugar sulumente en el 
caso en que 2|cosa[==1. Por consiguiente, el sistema (Í)—(2) puedo tener 


a ! 
solución solamente con la condición de que [cosa f=z. 


Examinemos dos posibilidades: 





De (1) hallamos que cos (x-+y)=1, es decir, 
x4y=2kn. e) 
Resolviendo el sistema (2)—(3), obtenemos: 


a 
a=3 Hem y=t -5 


») cosa=—=-—. 


Actuando análogamente, hallamos: 
! 1 1 
aja a=(t43)aG 


611. Este problema es análogo al anterior. Expongamos, sin embargo, una 
resolución un poco diferente. Empleando la fórmula (14), pág. 79, represente. 
mos la primera ecuación del sistema en la forma 


4 cost (x—y) + 4005 (1 + y) cos (x—y)+1=0 
Haciendo cos (r—y)=f y valiéndonos de que x4-y=a, obtendremos la ecuación 
44441 cosa+1=0. (1) 


Esta ecuación tiene raices reales solamente con la condición de que 
D=16(c0%4—1)=>0, es decir, cuando |cosa|=1. Examinemos dos casos 


363 


posibles: cosa=1 y eosa=—1. Si cosa==1, entonces, de (1) se desprende que 





f=c0s (xy) = 





Obtenemos el sistema 
2 
—y=4 3 1+2a, | 


xr4+y=4, 
del cual hallamos que 


Aim FS 


Si cos 2=-—!, entonces, actuando análogamente, obtendremos: 





2,12 yA 
EN 


812. Examinemos la primera ecuación del sistema. 
En virtud de la desigualdad (1), pág. 22, tenemos que 


1 
Jus [>> 


con la particularidad de que el si de igualdad tiene lugar solamente en el 
caso en que lgx=1 y tgx=—1. Puesto que el segundo miembro de la primera 
ecuación satisface la condición 





nor loa 


la primera ecuación del sistema puede satisfacerse solamente en los casos 
siguientes: 





dtgrt, b) lgr=—I, 
sen y+ sn (+7) =. e) 
El sistema (1) tiene los soluciones siguientes: 
a=+ta + o) 
y el sistema (2), las soluciones 
=—F+ma, a E pon. (4 


Es fácil comprobar que las soluciones, determinadas por las fórmulas (3), no 
satisfacen a la segunda ecuación del sistema li y las soluciones obtenidas 
por las fórmulas (4), satisfacen a la segunda ecuación (y, por lo tanto, a todo 
el sistema) solamente en el caso en que sea m un número ¡mpar. Suponiendo 
en (4) que sea m=2%+|, escribimos las soluciones del sistema inicial en la forma 





r=hx42m, 
4 
3 
y=- 242 
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_ 613, Observemos que cos x 20 y cosy%0, puesto que, en el caso contra» 
rio, la tercera ecuación del sistema no tiene sentido. Por esta razón, las dos 
primeras ecuaciones pueden ser transformadas a la forma 


(a—1)tgx=1—b, (1 
b—l)tgty=I=a. (2) 
Pero, a z 1, puesto que si a==1, entonces, de (1) tendremos que lo que 
contradice a la condición a %b. Análogamente, sí b=l, entonces, también 


Por consiguiente, (1) puede ser dividida miembro 'a miembro por (2). 
diéndolas, obtendremos: 


(Ey (2 2 
tay, i=a]" 
Convencémosnos, además, de que a%0. En electo, si a=0, entonces, de la 
segunda ecuación tendremos que sen y + 0, y de la tercera lendremos que 6=0, 


es decir, que a=0-=0, lo cual es imposible. 
En virtud de esta observación, de la tercera ecuación podemos hallar que 


(Y 


(5) -(=)- 


, entonces a+b=2ab. 

















Asi. pues, 











b 





pa e 
a 


Ia 


Respuesta: a-+6=2ab. Para a %b, esta condición es suficiente para la 
solubilidad del sistema. 


614. La segunda relación, en virtud de la primera, se puede escribir ast; 
Aseng_Bsenb 
cosa cosp 
o bien 
sen B (4 cosP—B cos )=0. 





Esta relación puede ser cumplida cuando sen B=0 y. entonces, también sen a.=0, 
cosp=_ 1, cos 6=-1 1, o bien cuando A cos B—B'cos a=0. En este último caso, 
oblenemos el sistema 

sena=A senf, 0 
Acos$=Bcos a. 5 


Elevando cada una de estas ecuaciones al cuadrado y haciendo las sustituciones 
por las fórmulas sen? a=1—cos* a y cos* B=1—sen* f obtendremos cl sistema 


cos? au A? sen? p= ) 2 
B? cosa Atsentp=4?. 


De aquí, costa y sen*P se liallan de la única manera cuando, y sólo cuando, 
AX1—B*) 7 0; en este caso 








4 
cssa=+ Y ¡0 
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Examinemos los casos particulares, cuando A? (1 —B*)=0. Si A=0, entonces, 
de (1) obtenemos que COS a 2+l y en este caso cos +1, senf queda 
indeterminado. Si Bi=l, ad de (2) A que 4? y las ecuacio- 
nes dadas no contienen los parámetros A y B; por eso, la tarea de expresar 


cosa y senf en función de A y B pierde el sentido. 





615. De la segunda ecuación deducimos que 


sen x=sen 3). 
y, por consiguiente, o bicn 
0) 





o bien 
=Y-F +0 ln (2) 


Diriguiéndonos a la primera ecuación del sistema dado, en el caso (1) hallamos: 





— 
tg tgy o E Y. 





Resolviendo la ecuación bicuadrada, obtenemos que tgy=+ 5. En el segun- 


do caso, introduciendo x de la lórmula (2) en la ecuación lgx=1g* y, nos con- 
vencemos de que no existen raices reales Asi pues, 











O 
de donde 
ñ 1 1 
na x = +2 2arctg >>-21n 
2 2 v? 
y 
Yare q 34m. 13 +00 ace 7 
o bien 
a=*-garctg 1—-+9mn, 
A cd 
1 
=arclg Ena 
MA ey7+ 
y 


1 
]+2arot 2m2, 
4 =7+2arctg yit 
1 
=—atetg —-+nn, 
Ya del +nx 


donde m y n son números enteros cualesquiera. 


616. Transformando ambos miembros de la primera ecuación, obtendremos: 


2sen E (cos E > cos 2) mo. 
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Esta ecuación se satisface en los casos siguientes: 


1. x=—y+?2%n 
2. y=2lx, x es un número cualquiera 
39 x=2mn, y es un número cualquiera (7 





La relación 19 es compatible con la segunda ecuación del sistema |x] +[y]=1 
únicamente con la condición de que b==0; en cfecto, de 1% so desprende la 


desigualdad 
lxI+1y1=>21+1a, 


la cual, con la condición de que sea |x]-+]y 
caso en que sea £=0. 
Resolviendo el sistema 
x= 





es posible solamente en el 


IxH+lyi= 





hallamos dos soluciones: 


pe] RN : 

az. MG Y n mz 

Razonando análogamente en los casos 22 y 30, hallamos dos pares más de 
soluciones: 





a=l y=0 x= y=0 
y también 
%=0, y=l x=0 y=—I. 
Asi pues, el sistema examinado en el problema tiene las seis soluciones indi- 
Ccadas. 


617, Elevemos ambos miembros de cada ecuación del sistema al cuadrado 
y, sumando las igualdades obtenidas, tendremos: 


sen? (y —3x) + cos* (y —3x) =4 (sen' x 4co8* 1), 


es decir, 
sent cos, m 
Examinemos la identidad 
sent 14 cos" x=1 2 sen? 2x, e) 


demostrada en el problema 533. 
Comparando (1) y (2), hallamos: 


entd=l, senk=¿1, 


2) +2 





== 2n4l) o (n=0, 





Multiplicando entre sí las ecuaciones «tel sistema rado, tendremos: 


sen (y —3x) cos (y —3x) =4 sen” « cos? x, 
es decir, 
sen 2 (y —3r) =sen' 2x. 
Pero, sen2x= +1, por eso, 
sen 2(y—3)=¿1, 


ya Om+I) (m=0, 4), +2 





Por consiguiente, 





3 a 
q 24 D+q m4. 


Durante la resolución del sistema se realizó la multiplicación de ambos 
miembros de las ecuaciones por expresiones que contenian incógnitas, por eso 
es posible que se hayan obtenido soluciones ajenas. Comprobemos si todos los 
pares de soluciones obtenidos de x e y son soluciones, Deberá ser: 


sen Om4+l)=250 7 (24 » 


cos E (2m41)=2c05* E (2n+1), 


o, suponiendo que 





a I am pl Ed 
sen 7 m4) q se trar 


n” l am 1 sun 
e a ad 308 ye asado E 


y haciendo una sustitución análoga en la parte derecha, después de simplificar 
por el factor constante, obtendremos: 


am am a any? 
sen Fyi+cos Pe (sen cos 57) ] 


A 
cos 2! sen ta (cos TL sen 0)”, 


Puesto que la base de la potencia en la parte derecha de estas nuevas Igual- 


dades puede tomar para los valores enteros de n solamente los valores 0, +1, 
—1 y estos valores no varian al ser elevados a la tercera potencia, entonces, 


A 


2 
A 
e CS 2 =( E sen 7)' 


de aquí obtenemos 
El n a n 
2 2 2 7 


E m4sen o n=c08 5 n—cos 
AA sel 7 DA gm 


Sumando y sustrayendo estas últimas relaciones, obtendremos: 


El x 
sen m—sen $ 


q men a=0, 


a a 
cos 7 A cos m=0, 13) 
o bien 


sen F (m—n) cos < (mr 1)=0, 


E x 
sen (m—n) sen (m4 n)=0. 


Puesto que 
cs Fimen y snqim+n) 


no se reducen a cero simultáneamente, el sistema obtenido es equivalente a la 
ecuación 


sen q (m—)=0, 
de donde 
m=a=4% ((=0, 21, 42 ..). 0) 
Así pues, los pares de los valores de x e y obtenidos 


Font. enn 





x 


dan las soluciones del sistema cuando, y sólo cuando, los números enteros 1 y 
m están enlazados por la relación (4). Por consiguiente, 


(a+ 1), 








(204142 (1+40)41]=x [2(0+24)+ 1). 


Pero, n-+k es un número entero arbitrario. Designándolo por p, tendremos 
definitivamente que 





r 





qOm+. y=x(00+D > (mn, p=0, +1, 42 ...) 


618. Elevando ambos miembros de la primera y segunda ecuaciones al 
cuadrado y escribiendo la tercera ecuación en la forma inicial, obtendremos el 
sistema: 

(sen x-+sen y)? =4a?, 
(cos x-+ cos y)? = 461, (1) 
teolay=c. 


Buscaremos las condiciones que deberán satisfacer los números a, b, €, para 
que el sistema (1) tenga por lo menos una solución. Puesto que el sistema dado 
lo sustituimos por el sistema (1) no rs hace falta demostrar que, para 
unas mismas condiciones impuestas a los números a, b, c, ambos sistemas tienen 
por lo menos una solución. 

Si el sistema dado tiene solución para ciertos valores de a, b y c, entonces, 
es evidente, que también el sistema (1) tendrá solución para los mismos valores 
dea, b yc. Es justa también la afirmación inversa si el sistema (1) tiene 
solución” para ciertos valores de a, b y c, entonces también el sistema dado 
tendrá solución para los mismos valores de a, b y c. 

En efecto, sean x, e e las soluciones del sistema (1), entonces se cumple 

ida 


una de las cuatro posibilidades: 
o bien 
sen x, +sen y; =20, cos x, +cos y, =2b, 
o bien 
sen xy + sen y, = —2a. COS Xy +05 y =2b, 
o bien 
sen xy +sen y, =—2a, OS Xy 4-C0s y, = —20, 
o bien 


sen x, +sen y, =2a, cos x, +cos y, = —2b 


Si tiene lugar el primer caso, entonces x, e y, son las soluciones del sistema 
dado; en el segundo caso, el sistema dado tiene, por ejemplo, la. solución—xy, 
—yy; en el tercer caso, la solución n+x,, a+; en el cuarto, la solución 
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1—%, 4 Por consiguiente, el sistema dado tiene por lo menos una solw- 
ción cuando, y sólo cuando, tiene por lo menos una solución el sistema (1 
¿Cuándo tiene solución el sistema (1)? Sumando y sustrayendo la primera 
y la segunda ecuaciones del sistema (1), haliaremos: 
cos (1—y)=2 (a +02) —1, 
cos 2x-+cos 2y +2 cos (2-4 y)=4 (Pa), 


cos (—y) =2 (a? +6%)—1, 
cos (x+ y) cos (1—y) +c0s (4 y) =2 (0? 4%), 


o bien 





de donde 
cos (1—Y)=2 (0 4+0%—1, 
(a? 40%) cos (14 y) =00— 0% 
Hemos nblenito el sistema 
cos (x—y)=2 (04 02) —1, 
(at 40%) cos (14 y) =M—o* 
tertgy=c, 


equivalente al sistema (1). 
Siat4i=0, la segunda ccuación se satislace cualesquiera que sean los 
valores de x e y De la primera ecuación obtenemos: 


a—y=n+ Ra  (i=0. 51,52...) 
la tercera eciación nos da: 
lg(y+1+2n) tgy=c 
le y=c. 


Esta ultima ccuación Uicne solución para cualquier valor de £=>0. Si a? 40% 0, 
tenemos: 


o bien 





R = 24121, | 
A+ e) 
Cos (4 
Este sisteria tiene solucion cuando, y sólo cuando, 
a 
4) 





La desigualdad (4). con la condición de que 
240, 
evidentemente, us justa, y la desigualdad (3) es equivalente a la siguiente: 
<del 
Representenios el primer miembro de la iercera ecuación del sistema (1) en la 
lora siguiente 
Snxseny pcs cos (x+ 1 


te os y 5 
PE ReY, = lcos y) + cos (x +0) 





y sustiluyamos en (5) cos(r+) 5 costi— por sus valores de (2) Como 
resultado obtendremos que la solucion del sistema (2) satisfará a la tercera 
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ecuación del sistema inicial, si 








A a 
CAN Cita ml a 
Ea RAZA 


Pl 210% 4%)—1 


Hemos llegado al siguiente resultado: el sistema dado liene pur lo inenos una 
solución en dos casos: 


DO0O<arbisi y 





2) a=b=0 y e es cualquier número no negativo. 


3. Funciones trigonométricas inversas 


619, De la definición de los valores principales de las funciones trigono- 
métricas inversas se desprende que 


arecosicos x)=x, si OGx<x 


Con el fin de utilizar esta fórmula, sustituyamos sen ( +) con ayuda de las 


fórmulas de reducción al coseno del ángulo incluido entre O y m, Escribamos 
las igualdades siguientes: 





En resumen obtenemos: 


secos ue (3) | aos (032) 


820, Por analogía con la resolución del problema anterior tenemos: 


98 an 
coso memos (6 +ha 





Por consiguiente, 





aresen (cos E ) =srcsen [sen (- 





l 1 
621. Supongamos que sea arctg =%, Arg =%, Arg = Aa 





arclg qy=04. Es evidente, que O< a <<, ¿=1,2, 3,4. Pur «o, 
0<a +0, 40440 < 2 
Para la demostración de la identidad es suficiente establiver yue 


tg (a +0:+% +0)=1. 
Puesto que 


4 
Elm+ta)=z. o tela +) 





> 
entonces, 
lg (140) Hlela +0) 


A ETT A LIRA] 
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622. Haciendo arcsen x=, arccos r=, tendremos: 
r=sna y ¿=p (78). 
Según la detinición de los valores principales tenemos que 
¿8 pe 
? E 
De la última desigualdad se deriva la desigualdad 


<sj y 0<b<n 


a_a 2 
-3<3 3. 





Por lo tanto, a=F—P, puesto que los ángulos a y 5 están — Incluidos 





entre -5 y 5 y los senos de estos ángulos son iguales entre sí. La fórmula 
queda demostrada, 

623. Aprovechando que arcsenx-+arccosx= (véase la resolución del 
problema 622), transtormemos la ecuación a la forma 








125? —6x% 4 +(1—80)18=0, 0) 
donde f=aresen x. Siendo a < gg. el discriminante de esta ecuación será 


D=36x*—48nt (1 80) <0. 
Por consiguiente, las raíces de la ecuación (1) son urreales y por eso, para 
< ¿3 la ccusción inicial no tiene soluciones. 


624. Hagamos arecos x=, arcsen Y =P =P. 
5 05xGl, entonces (<A y y 0<p<3 (puesto que 0% 
<VIZFS!) Queda solamente convencerse de que sena =senf. Pero, en 


virtud de la desigualdad 017. tenemos que sen == + Y T 


Por otre parte, para todos los valores de y(ly|<!) tenemos que 
sen aresen y=y, en particular, sen $ =sen arcsen PT—x4= Y (=P. Por consi» 
guiente, para 0<x< l, tiene lugar la fórmula 

¡a 
arecos x=arcsen PTA. 





b) Si —1<x<0, entonces F=a<a <p<j PSrban 


Puesto que, ademas, sena= VIE y senta—P)=semB= Y [—X, entonces 
a=n—bB, es decir, para —1<x<0 tiene lugar la fórmula 


arccos «=n—arcsen Y 





625. Demostremos que arcsen (—x) == —arcsen x. Hagamos arcsen(—x)=4; 
entonces —a=sen a y, según la definición de los valores principales, 


a a 
=7<0<3- (1 
Puesto que sen(—a)=—sena=x y, puesto que de la desigualdad (1) se deriva 


la desigualdad —F <a, entonces —a=aresenx de donde a= 





arcsen x, O sea, arcsen (—x)= —arcsen £. 
Anélogamente se demuestra la fórmule arccos (—4)=A—arccosx, 


3 


626. De la definición de los valores principales de las funciones trigono- 
métricas inversas se desprende que arcsen(sena)=a, si jane Si 
n x z 2 
— FUESE, entonces — FE MG Pero, entonces 
arcsen (sen x)= arcsen [sen (x—24n)]=x— 2. 


827. Según la condición del problema 

















a l4x 
toi m 
Utilizando la fórmula 
a 
293 
sena= , 
ES 
+0 virtud de (1), obtendremos: dd 
sa, 
de donde 
— aresen (sen a) = arcson Ep A 
y = arcson (sn a) arcsen PS a 


Puesto que 0 < x < 1, entonces 
a 


y <a<m 


a Lex a 
Part E y 

De aquí se desprende que 
5 <a—aG0 


arcsen (sen (4 —1)| = arcsen (—sen a) = —arcsen (sen e) = —y. 
Pero el ángulo %—x se encuentra en los limites del valor principal. Arcsen x. 
Por consiguiente, 
Y =arcsen (sena) =x—a. 10) 
De (2) y (3) obtenemos que a+f=a. 


628. En las fórmulas aresen cos arcsenx y arecossen arccosx se toman los 
valores principales de las funciones trigonométricas inversas. Examinemos 
cos arcsen x. Esto es el coseno de un arco, el seno del cual es igual a x. Por 
consiguiente, 

cos arcsenx= + Y TX, donde —15x< 1 


Aqui, claro está, es esencial que —FSarcsen 5. Análogamente 


senarccosx= + Y 1=x%, donde —l xl. 


Designemos y= + Y T—2*; entonces 0<y<l. 

Así pues, hay que hallar la relación entre aresen y y arccos y siendo 
0<y<. Estos dos ángulos complementan uno al otro hasta ES (véase la 
resolución del problema 622). Asi pues, 

a 


ATCSEN COS ATCSEN X-F- TECOS SEN arccos x= 
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4. Desigualdades trigonométricas 
629. La desigualdad dada es equivalente a la siguiente 
son? xsenx—1 > 0. (1) 


Descomponiendo el trinomio cuadrado, que figura en lz parte izquierda de (1), 
en factores, «btendremos. 











(cs 5 a 
Pero, eS 
1+ 5 
7 34 





1 
sen —— 


Por consiguiente, la desigualdad inicial es equivalente a la siguientes 





y tiene la solución 
UH << a—q+2n, 


v3 


donde 








q=aresen =0, 41,42 


AN 


2 


650. Cuando x==5-+an, la expresión que se examina no tiene sentido, 


Para los demas valores de x multipliquemos ambas partes de la desigualdad por 
cost x. Obtendremos la desigualdad equivalente 


(sen a+ sen 2x2 >0. 


Resolviendo la desigualdad cuadrada obtenida hallaremos que o bien 





senor ZA 
o bien E 
songs > LI, 


La primera de estas desigualdades no puede ser cumplida. Por consiguiente, 


vVHi—3 xn 1 VIi—3 
<< y aresen 
631. Transtormando el producto de los senos en una suma, sustituyamos la 
desigualdad dada por lu siguiente equivalente: 





+kn. 








t 
katy arosen 


4 


cos3x > cos7x o bien senóxsen2x > 0. 


Pero, cuando 0< xr < 3 tenemos que sen2x > 0 y, por consiguiente, la desi- 
gualdad inicial es equivalente a la siguiente. sen5x > 0, 


Respuestas 0<x< y La<x<t. 
537 2 


874 


632. La expresión que [igura en el denominador de la parte izquierda de la 
desigualdad es positiva, puesto que 





[sen x-+cos x]=| Y Zsen (a ) [a y 





Por esta razón, la desigualdad es equivalente a la siguiente, 
1 


str > + o bien |senx| >> 


Respuesta: Fra <x< Ente. 


683. Escribamos la desigualdad en la forma 
(cos x—sen x)|1— (cos x-+sen x)]= 


25007 (sen y cos Foie 0 


E 
2 
los cuales se cumple la desigualdad (1). 


Caso 1. 


Pero sen L- > 0, puesto que 0< x < 21. Exammemos dos casos posibles, en 


cos 1—sen x > 0, 
x x 
sen —c0s3 >0. | 
Según la condición del problema, O < x < 2. Teniendo en cuenta este hecho, 


(2 


de (2) hallamos que la primera desigualdad so cumple cuando 0 4 x < 5 o bien 
da <x<2n, y la sogundo, ciiando $ <x<2n. Por consiguiente, en este 


caso, Ea<x<om 


Caso 2. 

cosi—senx< 0, 
en Ecos [5] 
sen cos <0 | 


El sistema (3). teniendo en cuenta que (<x<2m, se cumple cuando 
CE 
" <x 3: 

Respuesta: 


a n 5 
Fr z y qr<x<om 





634. Hagamos tg E 


Fntonces, la desigualdad dada toma la lorma 





> 424 
22 
o bien ne z 
(+41 
e >0 Mm 
Puesto que, (24141 >0 para todos los valores reales de £, lu desigiraldia! 414 
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es equivalente a la desigualdad 











El trinomio (2—t—1 tiene los raíces == y HA 
hallaremos que, o bien 
xx. 145 
y, 
o bien 
I-Y3 x 
O << 
Respuesta: 
75 
a din +2 arclg LES <xon+2m 
y a 
b) Din arclg 2 <a < 42m, 


(2 


.. Resolviendo (2), 


635 De las fórmulas para sen 3r y cos3x (véase la pág. 79) hallamos: 


sen x 





g 


3 sen x—sen 3x 


Valiéndonos qe estas fórmulas, eseribamos la desigualdad dada en la lorma 


(cos 3x +3 cos x) cos 3x —(3 sen x—sen 3x) sen 3x > 


o bien a 
sen? 3x-+cos* 3x-+-3 (cos 3x cos x—sen dx sen x) > Ed 
o bien 
sl 

de donde 

“a x 

—3 Ham <4x< + 
o bien 


dl 2d 
— Amer hm 0. 41,29 0.) 





636. La desigualdad a demostrar se puede escribir en la forma 


A cos? E sent E seng 
RES sn 


(Mm 


Pero, senq. > cuando U< y < ES por eso, después de multiplicar ambas 
partes de la desigualdad (1) por sen q, obtendremos la desigualdad equivalente 


2 E > cost E sent Pasen y 
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o bien l > sen q. La última desigualdad se cumple cuando 0<g <<, por 
consiguiente, es justa también la desigualdad inicial. 


637. Haciendo lgx=+f, obtendremos: 
21 


tg2= 





igx+tigor _ 3-8 
E2igx 37 * 


La parte izquierda pierde el sentido para aquellos valores de x con los cuales 
A=1, A Para los demás valores de x, a parte izquierda de la desigual- 
dad es igual a 1442141 y, por consiguiente, adquiere valores positivos. 

698, En virtud de que 


colo 2, 3cotg?x—1 


183 





3 cos? x—sen? x 
senta , 
cos 3x sen 2x— sen 3x cos 2x sena 


cotg3x-lg2x— 1= Sen 3x cos 2x —— sendx cos 2" 


La parte izquierda de la desigualdad puede ser escrita en la forma 


_ sen x (3 cost x—sen? x) 
sení x sen 3x 
Pero, 


sen Jx=sen (x-+2x)=sen x cos 2x 4-cos x sen 2x=sen x (3 cos? x—sen? 2), 
por eso, la desigualdad dada se reduce a la desigualdad evidente 
ñ A 
-7<-- 
639. Utilizando la fórmula 


6000 
te (8: NT Era 
y la condición 
tg0=ntgp, 
obtendremos: 





1" tg (Ip 


ao =A ete 
NET TT 
Hace falta demostrar que 
(cotg p+ntg 9) > 4 
o bien 
(Lenta? q) ante? p. 


Obtenemos, pues, la desigualdad evidente 
(I—nig y? >0. 
640. La desigualdad dada se puede escribir en la forma 


—senx 2—senx 
A 


37 


y. multíplicandola por 2(2—sen x) (3—senx) > 0, puede ser sustituida por la 
siguiente equivalente. 
sentcosó sen 144200 
o bien 
(4—sen x) (1 —sen x) 0, (Mm 


De (1) desprendemos que la última desigualdad, y junto con ésta también la 
inicial, se cumple para lodos los valores de x, con la particularidad de que 


cuando GH, tiene lugar el signo de igualdad. 


641. Establezcamos primeramente que 
[senx|<|x] 


lxaminemos 1m circulo trigonométrico de radio 1 y supongamos que x denota 
el valor en radianes de cierto ángulo AOM positivo 
w negativo (fig. 249). Para cualquier posición del 
punto M 


AM=|x|-04=|x 1, 
18M |=|senx| 
' Puesto que |8Mj=< AM, entonces |senx|<|x| 
(la igualdad tícue lugar solamente cuando 4=0). 
En virtud de esto deducimos que Op 7, 0s 
decir, sí OE cos pl < EN entonces sen cos p < 


FIG, 240 Ñi 
<cos q. Pero, O sen y y Por eso cos qa 


cos sen q. Definitivamente tenemos que cos sen y == Cu $ > sen cos p. 
La desiguallad queda demostrada. 


642. Utilicemos el método de inducción completa. Sea n=2, entonces 


xn 
0<a<%. Por consiguiente, 


tg a 





puesto que 0 < I—tg%a < ). Supongamos que ses 
tgna>ntga (1 


con la condición de que 





y ar 5 


Demostremos que lg+Da> (141) tg, sí Mca< E 


Enuplecmos la lormula 


$ _igna+iga 

cutDo= oigna (5 

Puesto que la desigualdad (1) se cumple al cumplirse la condición (2), en- 
tonces, se cumplira, ademas, cuando 0< ack Pero, 

0<Iga<i, (1 


y. puesto que 0< na < z entonces 


O<tgmi<l (5 
De (4) y (5) obtendremos: 
0<I—tgatgna< l. o 


De (6) y (3) se desprende que tgín-+ a > (141)tg a, lo que era necesario 
demostrar 


643, Puesto que a mayor ángulo del primer cuadrante le corresponde mayor 
valor de la tangente, entonces, 


ga, < 1g0/< 18%, Ú) 


para i=1, 2, ..., n. Además, cosa, >0 (i=1, 2, ..., n). Por esta razón, la 
Desigualdad (1) se puedo escribir en la forma 


tg a cos a, < sen a; < tg %, COS Aj. a 


Demos en la desigualdad (2) a £ los valores 1, 2, ..., n y sumemos todas las 
desigualdades obtenidas. Hallaremos: 


tg a, (cos +... + 005% y) < sen +... sen ay < e 
<1tga, 1008 % +. . +05 tp). (3) 


Dividiendo todas las partes de la desigualdad (3) por cos,-+...-+-C08 0% 
(o cual es posible, puesto que cos 2, +...-+c0s 2, > 0), tendremos 


SON Uy $. 45M O 


ga 
E say... Fc0S%y 


< 8%, 


044. Designemos la parte izquierda de la desigualdad que se examina por £, 
Entonces 


puesto que 





Haciendo 





1 1. 4=B,1 S 
eii E oe 
1 7 (e 2 cos GE cos 


1 AB 
+= 








Por consiguiente, 
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845, Transformemos la parte izquierda de la desigualdad dada de la manera 
siguiente: 
1 





cos Y as 1 _ cost 
mos in) eli aii 


LH tg 1 
Ex “Ex 


Para simplificar la oscritura, hagamos tg x=f. Puesto que 0<x< z enton- 
ces 
0<1<L 10) 
De este modo, el problema se reduce a la demostración de la desigualdad 
48 1 
DI" 
con la condición de que 0<1< 1. Pero, en virtud de la desigualdad (1), pág. 


22, tenemos que 
lan 
>2 





Y 


Además, 


Por consiguiente, 


+0 


7 





lo que era necesario demostrar. 
5. Problemas diferentes 


$46. Hagamos sgg=a, arctg 5=* y examinemos lg (22—$) Valión- 
donos de la fórmula para la tangente de la diferencia de dos ángulos, obtene- 
mos: 
lg 2o—1g $ 


ee at 0) 


1 2iga 6 
Pe => = = 
Pero, dado que tga=3, entonces 1g22= =p Sustituyendo tg 2a 


y tgb en la fórmula (1), hallamos que 
tg (2a—P)=0. 
Entonces 
sen (2u—P)=sen (2arctg ¿eeaj) Só, 


647 Demostremos que tz (a+28)=1. Para hallar tg (2 +28) empleemos la 
fórmula á A 
ga+te 2 m7) 


TES 
Calculemos previamente el valor de tg 28 por la lórmula 
sen28_ 2senficosB 
asp cos A . 





Hace falta hallar cosf y cos 28. Pero, 
cosp=+ VIE -% 
(puesto que f es un ángulo del primer cuadrante; y 
cos 28 =cos" P—sent p=£. 
Por consiguiente, tg 28=3/4. Colocando el valor hallado de tg:28 en (1), ob 
tendremos: 
tg (a+28)=1. 
Demostremos, ahora, que a+ 28=/4. 


Puesto que tg a=l entonces 


e 


y, además, según la condición del problema, ax y P son ángulos del primer 
etiadrante, por lo tanto, 0<a<xJi y 0<B<a/á, De aquí hallamos que 
0<a+2 <3/4x. Pero, el único ángulo comprendido entre O y 3/41, cuya 
tangente es igual a 1 es el ángulo 1/4. Así pues, «+28=x/4. . 


648. Es necesario que cos x 40, senx 40, senx —l, de donde x ¿£ km/2 
(ke es un número entero). Para todos los valores de x, excepto x=*m/2, y tiene 
sentido y es igual a 
1 
lec (a) sora +c08x) 


) ENT M 


Y FL. 
cosx 
senx 
De (1) se desprende que y >0, puesto que, siendo x % £a/2, 
cosx<l y senx<l. 


649. Translormando el producto sena-sen2a-sen3o en una suma, por la 
fórmula (13), pág. 79. obtendremos 


sen cu-sen 2a-sen Ba== y sen 2 (cos Za —cos ran 


1 1 Lupillo 
= sen da —<y sen 2a-cos da E + <> 


650. Puesto que sen5x=sen 3xcos 2x-+c05 3x sen 2x, con ayuda de las 
fórmulas (5)—(8), pág. 79, después de simples cálculos, hallaremos que 


sen 5x=5 sen x—20 sen? x4 16 sen' x, (0) 


Suponiendo en la fórmula (1) x=36", obtendremos la ecuación 161 — 
— 2013451 =0 para la determinación de sen36” Esta ecuación liene las sigui 


entes raices: 
+ V ETA 


7% 
ty] ye Y h= 











381 


De estas raíces son positivas las raíces £; y ti. Pero, sen36” 3£ 14, puesto que 
54 V5 





>+ y. por consiguiente, 4 > Ez. Asi pues, 





¡E 
nat == / 


2 


651. Utilizando la identidad demostrada en el problema 533, obtendremos" 


a 
ein ttictar, 


de donde se desprende que el valor máximo de q (x) es igual a 1, y el minimo, 
ali 


652. Como resultado de simples transformaciones obtenemos que 
1 cos 242114008 24) +3 sen 2:—34+3 sen 214005 2x. 
diras el ángulo auxiliar p= me tendremos que 


y=31 Y Dent cos 21) =3+ V Tosen (2:+q). 
Por consiguiente, el valor máximo de y es 
3-11. 


653. Si n es un número entero que satisíace a In condición del problema, 
entonces, para todos los valores de x, tenemos 





VTO, y el minimo, es igual a 





cos a (x-] dn)-sen É (x-4+3m)—cos ne=sen E 2 mM 


Suponiendo, en particular, que x=0, de (1) desprendemos que n deberá satis- 
facer a la ecuación sen L23=0. A esta ecuación la satisiacen solamente aquellos 


números enteros que son divisores del número 15. 
a=+1, 49,45, 615. 10) 
Por media de la comprobación directa mos convencemos de que, para cada uno 
de estos valores, la funcion cos mx-sen 2 x tiene el período da, Con la fórmula (2) 
se agolan todos los valores buscados de a 
654. Puesto que la suma que se examina, siendo x=x,, es igual a cero, 
entonces 
a, cos (04 -Ex1)+ .:-+ 04005 (Q—-+)=(0, 0080 +. 
+. +0 05 4) 608 37 —(0y Sen 4 | <-> Fay sen a) senxy=0. (1) 
Pero, según la condicion del problema, 
a cos % +... pa, cos 2,=0. 
Además, sen x, +0, puesto que xy +Hn. De (1) y (2) cibtenemos que 
a sena, +... + ap sena =0. (3) 


Sea, aliora, x un número cualquiera. Entonces, 





(2) 


ajcos taxis Ea cos(a + Ó= 
— (ay cos 1 +... 008 04,) LOS X—(8, SEN 04 +.» + 4 Sen 4) sen x=0, 
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puesto que, en virtud de (2) y (3) las sumas que figuran entre paréntesis son 
iguales 4 cero 


655. Supongamos lu contrario, es decir, admitamos que existe 7 %0 tal, 
que para todos los valores dle x2>0 sera 


eos VxFT=cos Vx (1m 
(la limitación x>0 es necesaria por el lecho de que siendo x <.O, el radical 
VE será imaginario. Hagamos primeraniente en la lórmula (1) »=0, entonces 


cos PT =c0s0=! (2) 
y, por lo tanto, 
VT=2%a, (0) 


Luego, coloquemos en (1) el valor x==7. Entonces, evidentemente, tendremos 
que, de acuerdo con (1) y (2), cos V27'=cos Y T=1, de donde 


YVT=Un. 
Puesto que por suposición T 0, +ividiendo (4) por (3), obtendremos que 
vi 


imposible. 











es donde / y » som números enteros. Esto últiimo, como es sabido, es 


656. Primera resolución. Fxaminemos la suma 
S=(c0s x-+ ¿sen x) + (cos 2x +1 sen 2x) +... -/- (005 Nx+1 Sen nx) 
la empleando Ja lórmulo de Molvre, (cos x+í sen xJ%=-c0s 1x4 lsen nx, calcu- 
lemos la suma S como la suma de ¡na progresión geomútrica. Obtendremos: 
160 amb ton 14) (c0s 1-41 500 2) 


E cos 141 senx—! 


La suma sen 1+sen 2x4... -+sen ax es igual a la parte imaginaria de S. 
Segunda resolución. Multiplicando la parte izquierda por 2se1 z y empleando 
la fórmula (13). pág. 79, obtendremos: 








El q 
2 
AA 


de donde, precisamente, se deduce la fórmula necesaria. 
657 Designemos la suma buscada por A y agregiiemosle la segunda sul 


n 
A 


4 
qt 


multiplicándola prevíamente por + Obtendremos 


1 Val 2 2) 
A+ Bi=G (eos Phi) a (e ques A 





B= 











+2 (cos q tsena $ 
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Empleando la fórmula de Moivre, hallamos: 





44 Bi [qn q) + Thisen 
1 z ANS 
=$ (cos Fish) TS 





En la última expresión se ha usado la fórmula para la suma de los términos 
de una progresión geométrica, La suma buscada A puede ser hallada como la 
parte real de la expresión obienida. Observando que 





hallamos sucesivamente que 





ue (sos bt sen ci 


1 (00940 en 7) 


y a Ed 
44 Bi (cos qq 53) 





; 1 cosa Fis) 
=—04+) = = 
2y? 1 








a 

2y2 2y2 

ao | (29cosn +) —esenn | 
> [2 Y2—1-i] 


PLAN [(2?=co15)—esenn 3] 


[e VI-)+2 V3) | (1-15) enn! 
2 (104 Y 2) > 








Separando la parte real, obtenemos: 
(WE —0)(2—cosnF)4 VE sen z 
AE APA, 


m(5-2Y2) 

6658. La afirmación quedará demostrada sí establecemos que A=B=0. Sea 

A* 4 8% 0, es decir, por lo menos uno de los números A, 8 difiere de cero. 
Entonces 


A B 
oa!) 
idea E A 

TVE VERE 


A= 


VAT = Y AF BE sen (x4-9), 





Sea, ahora, x, y xz los dos valores del argumento indicados en el problema; 
entonces, f(x)=f(x.)=0, y puesto que 44820, sent +) 
=sen (4 +G)=0. De aquí n+9=ma, xe+4=n2 y, por consiguiente, xy — 
—xp ka para cierto valor entero de k. Esta igualdad conduce a una contra» 
dicción, puesto que según la condición x, —x, £ kn. 

Por consiguiente, 4? B2=0, de donde A=B=0, 
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